﻿EDITURA TEHNICA Scanned with CamScanner DUMITRU MANGERON * NICOL AIE IRIMiClUC MECANICA RIGIDELOR CU APLICAȚII IN INGINERIE Volumul II MECANICA SISTEMELOR DE RIGIDE EDITURA TEHNICĂ BUCUREȘTI CUPRINS Scanned with CamScannei Раг/cfl a treia: CINEMATICA ȘI DINAMICA SISTEMELOR DE RIGIDE Capitolul VI : Cinematica sistemelor de rigide § Transmisii de mișcări prin cuple cinematice și mecanisme Legături interioare Cuple cinematice Mecanisme Transmisii de mișcări prin cuple cinematice uzuale Transmisii de mișcări prin mecanisme uzuale § Problemele fundamentale ale cinematicii sistemelor de rigide Parametrii de poziție independenți ai unui sistem mecanic Exprimarea parametrilor de poziție și a parametrilor cinematici de ordinul Intîi ai elementelor unui sistem mecanic în funcție de parametrii de poziție independenți Sisteme de deplasări elementare ale unui sistem mecanic Capitolul VII : Dinamica sisteme Io r[de rigide § Probleme generale ale dinamicii sistemelor de rigide Caracteristicile inerțiale ale sistemelor mecanice Caracteristicile cinetice ale sistemelor mecanice Caracteristicile dinamice ale sistemelor mecanice § Ecuațiile și problemele dinamicii sistemelor de rigide Teoremele fundamentale ale dinamicii sistemelor mecanice Forme ale ecuațiilor dinamicii sistemelor mecanice Problemele dinamicii sistemelor de rigide Ecuațiile și problemele staticii sistemelor de rigide § Integrarea ecuațiilor diferențiale ale dinamicii sistemelor mecanice Forme generale ale ecuațiilor diferențiale ale dinamicii sistemelor mecanice Q Integrale prime ale sistemului de ecuații diferențiale ale dinamicii sistemelor mecanice ^ Integrarea sistemului de ecuații diferențiale ale mișcării unui sistem mecanic Partea a patra : PROBLEME SPECIALE ALE MECANICII SISTEMELOR DE RIGIDE Capitolul VIII : Probleme speciale ale dinamicii sistemelor mecanice § Mecanica mașinilor simple Definiții Noțiuni de bază Caracteristici generale * ’ * * * * * * Mașini simple uzuale , Scanned with CamScanner § Mecanica sistemelor articulate Mecanica poligoanelor articulate Statica grinzilor cu zăbrele § Mecanica firelor Ecuațiile generale ale mecanicii firelor Probleme uzuale de statica firelor § Mecanica ciocnirilor Ecuațiile mecanicii ciocnirilor Probleme utzuale ale mecanicii ciocnirilor § Mecanica corpurilor cu mase variabile Dinamica rigidului cu masă variabilă Dinamica sistemelor de rigide cu mase variabile BIBLIOGRAFIE Partea a treia CINEMATICA ȘI DINAMICA SISTEMELOR DE RIGIDE Scanned with CamScanne în practica inginerească, ecuațiile finite ale mișcării unui rigid — și deci și parametrii lui cinematici de ordinul întîi, vQ și ω, și de ordinul doi, «Q și — sînt, inițial, prestabilite, ținîndu-se seama de operația pe care urmează să o execute rigidul respectiv în procesul tehnologic în care este folosit Sursa de energie cinetică, necesară efectuării mișcării respective, o constituie un motor, care transformă în energie mecanică o altă formă de energie (electrică, calorică etc ) Cum mișcarea pe care o poate transmite direct un asemenea motor este, cel mai adesea, o rotație în jurul unei axe fixe, sînt necesare elemente de legătură — un anumit număr de rigide intermediare introduse între elementul motor și elementul final, cu legături convenabil aplicate între ele —, care să transforme mișcarea de rotație primită de la motor în mișcarea pe care o reclamă procesul tehnologic pentru rigidul final, cel mai adesea o unealtă Un asemenea ansamblu de rigide — unele din ele putînd fi asimilate și cu puncte materiale —, care se interacționează ca urmare a legăturilor impuse, se numește sistem mecanic, iar rigidele din care este alcătuit ansamblul considerat sînt numite elementele, sau organele sistemului mecanic Prezentarea metodelor de studiere a transmisiilor — de la un element la altul — de mișcări și de solicitări într-un asemenea sistem mecanic va constitui conținutul oelei de-a treia părți a prezentei lucrări Capitolul VI CINEMATICA SISTEMELOR DE RIGIDE Scanned with CamScanne § Transmisii de mișcări prin cuple cinematice și mecanisme Legături interioare» Cuple cinematice Mecanisme Legăturile aplicate între doua elemente alo unui sistem mecanic nu so deosebesc, ca realizare tehnica, de colo caro leagă un rigid oarecare al sistemului do corpurile din mediul înconjurător, care nu aparțin sistemului, legături care au fost examinate în primul volum al prezentei lucrări, MECANICA RIGIDULUI Pentru a putea deosebi totuși, în expunerea curentă a problemelor mecanicii sistemelor de rigide, legăturile dintre elementele ce alcătuiesc sistemul mecanic de legăturile dintre elementele sistemului și corpurile exterioare acestuia, primele vor fi numite legături interioare, iar ultimele legături exterioare Atît legăturile exterioare, cît și cele interioare pot fi : — Legături active, realizate prin elemente elastice cu maso neglijabile — arcuri elicoidale și spirale, bare elastice deformate prin încovoiere, tije elastice deformate prin torsionare — și caracterizate prin aceea că nu reduc, între anumite limite, numărul parametrilor de poziție variabili în timp, rămași independenți în urma aplicării legăturilor exterioare pasive, ai rigidelor supuse la asemenea legături — Legături pasive, realizate prin tipurile fundamentale de legături examinate în prima parte a lucrării — reazeme, articulații și fire sau tije rigide* — sau prin combinații de asemenea legături fun- * Se face precizarea că deoarece două rigide, legate intre ele prin incastrare, ale unui sistem mecanic se comportă, In timpul mișcării sistemului, ca un bloc unitar, cu aceiași parametri de poziție șl cinematici, tn problemele de cinematica și dinamica sistemelor ele vor fi considerate totdeauna ca formind un singur rigid In mișcare, cu caracteristlciel inerțiale corespunzătoare ansamblului lor Cinematica sistemelar de rigide damentale, caracterizate prin faptul că introduc restricții parametrilor de poziție ai celor două rigide cărora le-a fost aplicată —, respectiv ai rigidului studiat în cazul legăturii exterioare —, condiționîndu-se în modul acesta mișcarea unuia din coipuri de mișcarea celuilalt Utilizîndu-se și în această parte a lucrării, ca și în primul vohun, o terminologie adecvată mecanicii, întrucîtva diferită de cea folosită în teoria mecanismelor și mașinilor, dar justificată de necesitatea extinderii concluziilor cinematicii la prezentarea dinamicii sistemelor de rigide, se vor introduce următorii doi termeni cu sensuri generalizate : — termenul de cuplaj între două elemente, prin care se va înțelege interdependența cinematică dintre elemente realizată prin orice formă de legătură pasivă, fie fundamentală, fie complexă; — termenul de cuplă cinematică între două clemente, prin care se va înțelege aici orice tip de legătură pasivă, realizată cu elemente do legătură de construcție specială, obișnuit cu mase neglijabile în acest din urmă sens vor fi considerate și aici cele două mari categorii do cuple cinematice menționate în primul volum — spațiale și plano —, ca tipuri de legături pasive aplicate elementelor unui sistem mecanic Un ansamblu de rigide în interacțiune se va numi sistem mecanic spațial atunci cînd mișcările elementelor lui, precum și solicitările aplicate lor, au orientări oarecare în spațiu ; dacă în cazul unui asemenea ansamblu sînt satisfăcute simultan condițiile : — toate elementele ansamblului execută mișcări plan-paralele (se includ aici și rotațiile și translațiile plane), în plane directoare paralele, foarte apropiate între ele ; — solicitările aplicate elementelor corespund unor distribuții plane de forțe, situate în planele directoare ale mișcărilor respective, atunci ansamblul este numit sistem mecanic plan Considerînd un element (&) al unui sistem mecanic, poziția sa, în raport cu repeiul fix Oxyz la care este raportată mișcarea sistemului mecanic, va fi determinată, în ipoteza desființării tuturor legăturilor aplicate lui — și exterioare și interioare —, printr-un număr de Scanned with CamScanner Pe = ( ) Cinematica și dinamica sistemelor de rigide parametri de poziție variabili în timp în cazul cînd aparține unui sistem mecanic spațial — acești parametri fiind reprezentați prin mărimile xQi, yQi, sQi, Ψπ φ« și θ , ψί, t) = (λ = , , = ( ) în cazul sistemelor mecanice spațiale și de forma ( ) Scanned with CamScanner /ίηΐχ (æQt, /ρρ ψί Z)Qj, yQ), Ψο ψί » θι ; Xfy vqjî Ψ» «рп ~ minare a pozițiilor elementelor conduse Din acest ultim punct de vedere lanțurile cinematice se împart în : ) Lanțuri cinematice desmodrome, în care, pentru poziții determinate ale elementelor conducătoare, corespund poziții univoc determinate ale elementelor conduse ; ) Lanțuri cinematice nedesmodrome, în care elementele conduse pot avea mai multe poziții pentru poziții determinate ale elementelor conducătoare Un lanț cinematic închis desmodrom, avînd și un element fixat fie în spațiu, fie de un alt organ al sistemului mecanic din care face parte lanțul, este numit mecanism spațial, respectiv mecanism plan, după cum sist emul mecanic căruia îi aparține este spațial, sau plan Notind cu nM numărul elementelor care intră în componența unui mecanism — în acest număr fiind inclus și elementul fixat menționat, numit încă și elementul bază al mecanismului —, cu nell numărul cuplelor exterioare de clasa fc aplicate acestor elemente și cu w(Aft numărul cuplelor interioare de clasa Ic la care sînt supuse elementele, numărul parametrilor de poziție ai mecanismului, care ră-mîn independenți în urma aplicării cuplelor exterioare și interioare, va fi dat de relația Scanned with CamScanner pv-\ - pt(nM - ) - £ J Λ = J ( ) cu formele concrete s = Щ ПМ - ( ) ie Cinematica și dinamica sistemelor de ripide în cazul mecanismelor spațiale și Scanned with CamScanner = (нм —■ ) — Σ ^р Ь А-l ( ) în cazul mecanismelor plane (în ultimele două relații, indicii s și p se referă la mecanisme spațiale, respectiv mecanisme plane) Numărul mM poartă numele de numărul gradelor de mobilitate ale mecanismului, iar relația ( ) reprezintă formula structurală generală a mecanismelor; relația ( ) mai este cunoscută în literatura de specialitate sub denumirea de formula lui Somov-Malîsev, iar relația ( ), cu modificarea Σ = (n,wp i п n,M = = (n>MsA -> + /Qí» Ψί» Φο θί) ’ i ' ’Б ■ ' ■ , ( I ' ' ■ i i ' І ^Cf} = zQt + x'Oi¡ , + y'Oi¡ а*г - z'Oij а*г = zc (t ; ψ , ( ) Cinematica sistemelor di? rigide cu mărimile a, β și γ avînd semnificațiile α = (ί*σο — rC)()i = (xc(j aU + Усі} ayx + ect) aL) — — (xcn + y'cjí “i* - sCj¡ «») = α(ψί, Φί, θί ; Ψΐ» Φ/» ®/) > β α'χν ” Усц ανν - ~c¡j azy) « a*V ~ УСц аѵи " azy) — β(ψί, Φί, θί j ψ/> Φί» θί) > γ = (r' {J — rcJ()k = (a?co αίζ - Ус,J ®ί-’ - αί«) — Scanned with CamScanner ( — (æôjt v‘xt " Уоц а is “ "cyj aií) — γ(Ψο Φο (, ; ψρ ·* — I ■■ " ' — —■ · ■— “ - " " » " , cu ultimul termen nofigurlnd in cazul legăturii staționare ( ) Esto ușor do înțeles oft relațiile stabilite mai sus ranún valabile și în cazul cuplajului prin tijă rigidă între două elemente (St) și (S}), reprezentat în fig , ași schematic în fig b, considerîndu-se și aici că legătura tijei ou corpurile cuplate se face prin articulații spațiale foarte mici și ou frecarea neglijabilă ) Cuple cinematice spațiale ile clasa a Ii-a Acestei clase do cuple cinematico spațiale, caracterizate prin condiția fc = , ( ) îi aparțin următoarele două tipuri mai importante : a) Cupla sferă-uluo Această cuplă se realizează prelungind unul din rigide, de ex , dementul ($(), cu o sferă mică (Sf), care este introdusă într-un uluc fixat de elementul (£#), a cărui secțiune transversală este circulară și constantă (fig ll , a) și a cărui axă mediană Scanned with CamScanner Fig este, în general, o curbă spațială (Γ ί), uneori deformabilă în timp, (cazul cuplei nestaționare) și cel mai adesea rigidă, (cazul cuplei staționare) între sferă și ulne există un joc care permite atît deplasarea sferei în uluc, cit și rotații relative instantanee ale ei — și deci și ale rigidului ($ ) —· între limitele permise de deschiderea ulucului ; jocul este însă suficient de mic îneît să se poată considera că centrul Cinematica sistemelor de Țțffțdc sferei — reprezentînd punctul teoretic do cuplare în dementul ($ е V Ecuațiile do legătură corespunzătoare cuplei sferă-uluc se voi obține traducînd matematic condiția ca punctul teoretic de cuplare Cif să rămînă în permanență pe curba (Г si dinamica яіхіетсіог de ripide cu ecuațiile do transmisie a mișcării de asemenea de forma cea mai generală , % · , «Λ Λ af> dOj % di λ = , ( ) ultimul termen lipsind, evident, în cazul cuplei staționare, θ) ' Ecuațiile de legătură — și deci și cele de transmisie a mișcării — capătă forme apreciabil simplificate în cazul cînd ulucul este rec- tilinia — cînd ecuațiile ( ) vor fi cele ale unor plane — și cînd polul invariabil legat de elementul (£*) coincide chiar cu punctul teoretic de cuplare ( ) b) Cupla fus-lagăr cilindric în cazul acestei cuple, fusul (Fs) al unuia din elementele cuplate, (St) și (£,), de ex , al elementului (£(), (fig , a), este așezat în cavitatea lagărului cilindric (Lc), fixat de elementul (Sj) între fus și cavitatea cilindrică a lagărului există un mic joc, care permite elementului (Sf) să se rotească în jurul axei (Δυ) a fusului, să se deplaseze Cinematica sistemelor de rigide prin translație în lungul acestei axe și chiar să execute mici rotații în jurul unor axe normale la axa (Δο) în centrul Ci} al lagărului, considerat punct teoretic de cuplare ; coordonatele xGt}ì y'o}iì zG}i ale acestui punct în raport cti reperul Q^y’^ atașat elementului vor fi funcții de timp în cazul unui lagăr deformabil (cazul cuplei nestaționare) și vor fi constante dacă lagărul este nedeformabil în timp, (cazul cuplei staționare) Reprezentarea schematică a acestei cuple se face ca în fig , b Alegînd axa (Δ(/) a fusului ca axă invariabil legată de elementul ($,), ecuația vectorială a ei în raport cu reperul fix va avea forma Г = rQ{ + Xfc- = rQ - - a|yi - a‘z fc) ( ) Această dreaptă trebuind să treacă în permanență prin punctul teoretic de cuplare C}i, ecuația ei va trebui să fie satisfăcută de vectorul de poziție în raport cu reperul fix al acestui punct, adică se va putea scrie rcj( = rQ{ - - - aJefc), ( ) sau încă, considerînd cazul mai general, al cuplei nestaționare, se va mai putea scrie Qj ~ “ ” ^zy j + azz &)? ( Í ) cu următoarele ecuații de proiecții pe axele reperului fix : XQ, + «· Χ - ÿco(i) - “L = «¡Qi - λ/ί j Уд) “ ) > ■ p = aiv + yéJ{ + «cJ( Ψη n θί) ; ( ) γ = f' }i к — х'С}і а }хг + у'С]( ψ «и = γ(« Î Ψη η θ · Prin derivarea în raport ’cu timpul a relațiilor ( ) se obțin și următoarele două ecuații de transmisie a mișcării pentru cupla analizată : ( ) ) Cuple cinematice spațiale de clasa а П-а în categoria acestor cuple, caracterizate prin condiția fc = , ( ) intră următoarele două tipuri uzuale de cuple : a) Cupla articulație sferică Ca și în cazul legăturii exterioare prin articulație sferică, și în cazul cuplării interioare a doua elemente, ($ yeti — Ус і — bijy (Í) = ; “ ** “ = θ· ( ) Este suficient acum să se înlocuiască coordonatele celor două puncte teoretice de cuplare cu expresiile ( ) și ( ) pentru a se obține astfel următoarele trei ecuațu de legătură corespunzătoare acestei cuple : Scanned with CamScanner - ®Q - «(ψο Фо Oí ; Ψο Фо ;) - (/χ(ί) = ; УЭі - У ( ) Cinematica sistemelor de rigide cu mărimile a, β și γ avînd semnificațiile Scanned with CamScanner a = fc(, i — « (Í î Ψ = ~Q{ ~^Qj = θ· ( ) Cea de-a patra ecuație de legătură, între unghiurile lui Euler ale elementelor cuplate, va fi stabilită pentru următoarea situație particulară, frecvent întîlnită în practică (fig ) : Gel mai adesea, axa (Δ() a arborelui elementului conducător este fixă în spațiu, iar axa (Δ,) a arborelui elementului condus (S}) ramine în permanență în același plan ce conține și axa arborelui conducător, acest plan fiind luat, în continuare, ca plan de coordonate Oxz, (fig ), al reperului fix Oxyz, ales cu originea tot în Fig punctul teoretic de cuplare ; în această situație, se poate modifica, între anumite limite, numai unghiul r/ = Ѳу = a, format de axele celor doi arbori, însă odată modificat, acest unghi rămîne constant în timpul unei transmisii w Luînd în considerație, în cele ce urmează, numai această din urmă situație, se va arăta că articulația cardanică introduce o ecuație de legătură între parametrii de poziție φο } -|- ω sina cos φ i/Qt — '¡/Qj = f = θ· ( - ) Scanned with CamScanner ) Cuple einamatice spațiale de elusa a V-a în aceasta ultimă categoric, ca lacterizată prin condiția fc = , ( ) intra următoarele trei tipuri uzuale de cuple cinematice : a) Cupla de translație rectilinie Această cuplă se realizează fixîndu-se de unul din elementele cuplate, de exemplu, de elementul (S\·), un manșon paralelipipedic, (îVn), (fig , a), prin interiorul- de asemenea paralelipipedic -, al căruia trece, cu un mic joc, o tijă de ghidare (Tj), cu secțiune tot dreptunghiulară solidară cu cel de-al doilea element cuplat, (St), al sistemului mecanic; jocul mic dintre tijă și manșon determină ca mișcările relative ale celor două elemente cuplate să fie numai translații rectilinii Reprezentarea schematică a cuplei de translație rectilinie se face ca în fia , b Drept punct teoretic de cuplare se consideră centrul Ct) al manșonului, punct ce rămîne în permanență pe axa (Δ еопв« două lagărul pilind - Ш" °·pontau legătura asimilabilă cu legătura™ "u b-ixO “U,afii d® ’egStwă de torn,a (U·»®) pentru u'gatura asimilabilă cu lagărul pivot / г • Cinematica ?i dinaniica șișțcincțor de rigide Kezultă astfel următorul sistem de ecuații de legătură pentru cupla de rotație : ««IX\ — lVQj ~~ atl “ “ " y (), polul Qt puțind fi ales chiar în punctul teoretic de cuplare Ct) (Qt = Cif) Condiția ca polul Qt să rămînă în permanență pe axa (Δ^) = = QjZ} se va traduce prin ecuația vectorială Scanned with CamScanner Fç, — Î*Ç^ + "Ь Zi fafæ І “ ^-zy j “ “ αζζ& , ( ) echivalentă cu două ecuații de legătură finite de forma ^Qț - XQj = VQj - ÿg, = ^ — , ( ) αΖίΒ &zy iar condiția ca axa șurubului să-și păstreze direcția fixă în elementul (St) se va traduce prin relațiile Í fa} ^zx αχχ Η- αζν αχμ ~ αζζ αχζ = J ggj ji &zx &-yx Η- Η- αζζ ^¿ ,== ·-:· Ce a de-a cincea ecuație de legătură va putea fi obținută ob-servîndu-se că între translația relativă ?q = zq — ^ ,* determinată prin deplasarea polului Q( pe axa QjS} și rotația proprie relativă ) О == О ( ) Cinematico fi dinamico sistemelor de rigide Cuple cinematice interioare plane Condiția ( ) va lua, în cazul cuplelor cinematice interioare plane, (pv — ), forma S\) al sistemului mecanic in raport cu reperul fix va lua forma г i A COStpi sin φ{ A — sintpi COS φ ( ) Scanned with CamScanner iar relațiile ( ) și ( ) vor căpăta formele particulare % = + ^a(i)cos φ,· - yó(/í) in φέ = xOiJ(t ; Фі) ; ( ) Усі} = Уа + Λ?όο(ί) sin {, ÿOi,f Усл ; yç(, φ æQj = const ; yQ} = const ; φ; == aceste ecuații vor lua formele : ( ) Și /(«Pi» ?,) =o » ( ) Scanned with CamScanner b) Cupla prin fir sau tijă rigidă Este vorba de aceeași cupla examinată și la subpunctul , numai că, datorită condițiilor funcționale ( ) corespunzătoare cazului plan (cu : zÇí = ; ψ,· = ; θ( = ), ecuația de legătură ( ) și ecuația de transmisie a mișcării ( ) vor lua formele simplificate : [(«», - - «]» + K'/e, - yQ¡) - № - £?,(() = , ( ) respectiv [(¿ f - Xq) - da di ( ) cu ultimul termen nefigurînd în mod explicit în ecuația de transmisie a mișcării în cazul cuplei staționare Trebuie făcută și aici precizarea că încadrarea, în aceasta lucrare, a legăturii pasive prin camă-tachet în categoria cuplelor cinematice plane de clasa întîi se explică, pe de o parte, prin rațiuni Cinematica sistemelor de rigide r i analoge celor menționate în cazul legăturii prin articulație universală și, pe de altă parte, prin faptul că în fond, dacă ко neglijează, rola do contact, acest tip de legătură pasivă este întru totul asimilabil unui reazem cu alunecare, cu elementul solidar cu tachetul supus, obișnuit, și la anumite legături exterioare De altfel, acest mod de a privi problema legăturilor pasive aplicate unui sistem mecanic va permite, așa cum se va vedea în continuare, și stabilirea unei formule mult mai simple și mai comode de utilizat pentru calculul numărului gradelor de libertate ale unui sistem mecanic, calcul absolut necesar rezolvării problemelor de dinamica sistemelor de rigide Scanned with CamScanner ) Cuple cinematice plane de clasa a Il-a Din această ultimă clasă de cuple cinematice plane, caracterizate prin condiția fc = , ( ) vor fi examinate următoarele trei tipuri, întîlnite frecvent în practica, inginerească : a) Cupla disc circular-plan de sprijin Acest tip de cuplă cinematică plană se realizează fixînd de elementul (Si) al unui sistem mecanic un disc circular (De), care se sprijină în permanență pe o> porțiune de suprafață plană (П>) atașată unui alt element (S¡) al sistemului mecanic, deplasarea relativă a discului pe suprafața de spri Fig jin fiind o mișcare plan-paralelă cu translația rectilinie, efectuată prin rostogolire pură, (fig , a) ; reprezentarea schematică a unui asemenea cuple se face ca în fig , b Cinematica și dinamica sistemelor de rigide Drept punct teoretic do cuplare se consideră punctul (Jtj de contact al cercului (Γ J), ( ) iar obligativitatea pentru polul do a rămîne în permanența pe această dreaptă se va traduce prin ecuația ' i * » = ~rQ¡ - λ ționare vectorul bi} = C}i Ci} — bi} (/) va fi o funcție vectorială cunoscută de timp Considerînd cazul mai general, al cuplei nestaționare, condiția de cuplare a elementelor ( {) și ( }) se va traduce prin relația rCf, ~ * = respectiv prin ecuațiile scalare de proiecții pe axele fixe : Scanned with CamScanner ®ci} ~ Xcn = * ^ ’ Уса ~~ Усн Fig h j) — - Ь„т = ; Уе,- !/<>,+ с»» Ψ - - (ί) = О, ( ) cu ultimii termeni lipsind in cazul cuplei staționare (b = b = ) c) Cupla plană de translație rectilinie Această ultimă cuplă ce urmează a mai fi examinată este identică, ca execuție tehnică, cu cupla prezentată ]a subpunctul , cu singura deosebire că solicitările aplicate elementelor (/?f) și (^) pe care le cuplează, (fig , a), corespund unor distribuții plane de forțe, situate în planul fix în care se consideră că se deplasează centrele de masă ale celor două elemente ; o asemenea cuplă, reprezentată schematic în fig ,b, permite deci celor două rigide cuplate prin ea să aibă ca mișcări relative reciproce translații rectilinii în același plan fix, ales ca plan de coordonate Oxy Scanned with CamScanner \ P X Fig И õG Cinematica și dinamica sistemelor de rigide Considerînd, în continuare, numai cazul cuplei staționare, axa (Δ() a tijei de ghidare (Tj), solidară cu elementul (S¡), va avea în reperul Qfiriÿi, atașat invariabil elementului (£¡), ecuația ax\ = by\ g = ,- ( ) cu a, b și g constante, această ecuație luînd, prin înlocuirea coordonatelor x't și y'i ale unui punct curent al axei cu expresiile ( ), forma -Аж -}- By -J- C , ( ) cu coeficienții А, В și funcții acum de parametrii de poziție ai elementului (S() : A = a cos φ ¿ft sin φ; + Ус} cos φ,] +~C, ( ) Scanned with CamScanner prin derivarea lor în raport cu timpul rezultînd și ecuațiile de transmisie a mișcării corespunzătoare : Λ-(φί) ¿Qi + VQj +ω \ m =— ( ) z z Pentru ca angrenarea a două roți dințate să aibă loc este necesar ca ele să aibă același pas — și deci și același modul — al dinților lor, rezultînd de aici următoarea condiție pentru roțile cu cercurile de rostogolire (Γ t A„oedsei «а й огы ер (rj) ( j) лдаосЬол ‘("J) C-j ) ,ев,иоэ щ елЧіши χιρρηηο·» °!u -О Щ о|!|о і опт!'! '|sOj ηυ ο ι«ί) ujp ¡ инн» » цпор лори uipnijațA ‘! l u -np 'tî lțîj lütHIUlHUU Ij ΉΟ ΓΜΙΐίϊΐΗΊΙ Ы|ІІО( у ) 'В])иЛ УПЬЦкІ АрН|’»Л| ниц ЭПЮЭ ’гДо і ш) ойппмИіпі iij id ii|HpUHiru i'| ih) țiaivr^’M UJ ■гЬсДМДі* !) ipifii t ap ,io|atiia)N|K Cinematicii șl dinamica sistemelor de rif/ldc și deci condiția ( Ș) ? Fig PS absența alunecării raportul de transmisie va trebui să fie același în ambele perechi do cercuri, r S'J la un alt element (jSj), axele do rotație proprie (Δ,) și (Δ;) ale celor două clemente fiind imobilizate fie într-un același element (SJ al sistemului mecanic, fie într-un rigid fix din mediul înconjurător, acesta fiind, ca de obicei, batiul unei mașini sau șasiul unui aparat Transmisia este totdeauna reversibilă, adică oricare din roți poate deveni roată conducătoare și cealaltă roată condusă Angrenajele cu roți cilindrice pot fi și ele fie cu contact exterior, (fig , a), fie cu contact interior, (fig , a), reprezentările schematice ale lor făcîndu-se ca în figurile ( , b), respectiv ( , b) X > o p Convenindu-se să se orienteze axele (Δ() == și (Д,) = Qrf în același sens, (¿Í = Z?J), ecuația de legătură și ecuația de transmisie a mișcării își vor păstra și acum formele ( ) și ( ) — res- Glt Cinematica și dinamica stemelor dejWde TiPotiv ( ) pentru axe de rotație fixe -, semnele superioare din relații corèspunzînd și do astadată angrenajului exterior, iar semnele inferioare angrenajului interior Scanned with CamScanner Fig ■- Fig Cinematica sistemelor de rigide *) al sistemului mecanic, sau transmisia de rotații absolute în cazul elementelor fixate de batiu, se realizează nu prin angrenarea directă a roților dințate și solidare cu elementele precizate, ci prin intermediul unui subansamblu format din n perechi de roți dințate cilindrice cu contact exterior, cu axele do rotație relativă ale fiecărei perechi paralele la axele de rotație relativă față de elementul (S*) ale celor doua elemente cuplate Scanned with CamScanner b Fig Pjhi acest subansamblu și imobilizate în același rigid în care au fost fixate și axele de rotație relativă (Δ() și (Δ,), (fig , a); un ase-^ansamblu, reprezentat schematic în fig , b), se numește tren de aa^renafe Cinematica sistemelor de rigide în fiecare pereche de asemenea roți solidare între ele, una din roți joacă, ca urmare a succesiunii cuplajelor intermediare, rol de roata conducătoare și cealaltă rol de roata condusă ; de regulă, raportul dintre numărul de dinți al roții conduse și numărul de dinți al roții conducătoare este, la toate perechile, fie subunitar, fie supraunitar Considerînd o asemenea pereche de roți intermediare cu numărul de ordine fc(k = , , “ notația cores-punzind succesiunii cuplajelor de la elementul ($ ··· ») ( ) Scanned with CamScanner vor rezulta rapoartele de transmisie - · ’ i t - ’ » !Î=L } (fc= , , , n) ( ) ' ) astfel îneît cînd una, cînd cealaltă, să se afle în contact cu roata condusă (â?j) Este ușor de înțeles că în această situație modulul raportului de transmisie rămîne neschimbat, modifieîndu-i-se numai, in funcție de poziția punctului de contact, semnul acestui raport a) Mecanisme cu roți cuplate prin elemente flexibile Cuplajele prin elemente flexibile, utilizate pentru transmiterea de rotații proprii Cinematica sistemelor de rigide contact a firului cu roțile, t (Și) a între elemente cu axele de rotație situate la distanțe relativ mari între ele, se realizează prin înfășurarea și desfășurarea unui fir de legătură la periferia roților de transmisie ; pentru evitarea alunecărilor, pe suprafețele periferice ale roților se execută fie șanțuri de diferite profile, mărindu-se astfel suprafața de fie dinți de forme convenabile alese, în cazurile cînd firele sînt reprezentate prin lanțuri cu zale Deși transmisiile prin fire pot fi realizate și între roți cu axele de rotație proprie avînd orientări oarecare în spațiu, în majoritatea covârșitoare a situațiilor, aceste axe sînt paralele Considerînd numai această din urma situație, se va observa că transmisia de rotații se face cu aceleași sensuri, sau în sensuri contrare, după cum firul are înfășurare directă (fig , a și , a), sau înfășurare încrucișată (fig , b și , b) ; de asemenea, se va mai remarca că firul de transmisie poate fi deschis — ca în cazul transmisiei prin rolele de ghidare și (^/j) din fig —, sau poate fi înschis pe el însuși (fir fără sfîrșit) — ca în cazul transmisiei prin șaibele (Sb,) și (Sb}) din fig — , în ultimul caz, dintre cele două ramuri ale firului de legătură con-siderînduse în acțiune numai ramura care se înfășoară pe șaiba conducătoare Absența alunecării firului pe roata de transmisie va avea ca urmare egalitatea porțiunii de fir înfășurată pe roata conducătoare cu a porțiunii de fir desfășurate de pe roata condusă Convenind ca· sensurile de rotație ale celor două roți să fio raportate la același versor,, ecuația de legătură la transmisia prin elemente flexibile va avea forma (âj) (%) Fig Rt ψι T -К/ — θ ( ) S Cinematica dinamica sistemelor dc rigide ■ei corespunzîndu-i ecuația de transmisie a mișcării Scanned with CamScanner Ri ··]- lij (jifj = o ( ) Fig Fig dacă axele de rotație proprie sînt imobilizate într-un alt element al sistemului mecanic, aflat în mișcare, respectiv ecuația ( ) dacă axele de rotați sînt fixe în spațui ; în relațiile precedente, Ri și Rj sînt razele roților de transmisie, iar semnul superior din fața celui Cinematica sistemelor de rigide » — \ de-al doilea teremen corespunde înfășurării directe, în timp ce semnul inferior corespunde înfășurării încrucișate în legătură cu transmisiile prin fire „fără sfîrșit”, mai trebuie subliniat faptul că pentru menținerea în stare tensionată a firului de legătură, necesară evitării alunecărilor, se utilizează o rolă de tensionare, plasată la una din cele două ramuri ale firului, care întinde firul Scanned with CamScanner Fig Fig fíe prin acțiunea unei contragreutăți (Cg), (fig , a), fie sub acțiunea unui arc elicoidal (fig , b) în funcție de natura elementului flexibil de legătură, aceste transmisii pot fi împărțite în minatoarele tipuri mai importante, reprezentate schematic mai jos : — cuplaje prin turele de transmisie, realizate din piele, sau cauciuc pînzat (fig ), trecute peste șaibele de transmisie, sau peste role de ghidare ; — cuplaje prin cablu, folosite în deosebi la mașinile do ridicat, o extremitate a cablului fiind înfășurată pe tobă (tambur), iar cealaltă extremitate trecînd cel mai adesea peste un scripete (fig ); — cuplaje prin lanțuri cu zale do diverse tipuri, cel mai frecvent întîlnit fiind lanțul Galle (fig ) ; transmisiile prin lanțuri cu zale sînt utilizate în deosebi în cazurile cînd se urmărește obținerea unui raport de transmisie riguros constant, precum și în cazurile cînd trebuiesc transmise, pe lingă rotații, și eforturi mari; — cuplaje prin benzi, folosite la transportoarele de diverse tipuri întîlnite în deosebi în tehnica construcțiilor (fig ) Cinematica sí rftnarnîca sistemelor de rigide în cazurile cînd se urmărește realizarea unei reduceri sau multiplicări de turație, transmisă de la un element (S¡) în rotație în jurul unei axe fixe (A¡), la un alt element (Sj) al sistemului mecanic, în Scanned with CamScanner Fig rotație în jurul unei axe fixe (Δ,) paralelă la axa (Δ(), dar aflată la o distanță mare de aceasta din urmă, distanță care nu permite utilizarea unui tren de angrenaje, se înlocuiește trenul de roți dințate cu un mecanism format din n perechi de șaibe de transmisie cu axele de rotație ale fiecărei perechi de șaibe solidare între ele paralele la axele (Δ,-) și (Δ>), (fig , a); reprezentarea schematică a mecanismului se face ca în fig , b Un raționament absolut analog celui folosit în cazul stabilirii raportului de transmisie la trenul de angrenaje conduce la o ecuație de transmisie a mișcării corespun-p zătoare acestui nou mecanism analogă formulei ( ), cu singura deosebire că Fi, n G hi locul numerelor de dinți vor figura acum razele șaibei or ; se va putea scrie deci relația ( ) Pj/fiind și itici ralia mecanismului, iar * \) care transmute una din mișcările componente ale mișcării elementului condus, această mișcare componentă fiind o rotație — cel mai adesea uniformă — în jurul unei axe (Δ,·) imobilizată în spațiu (în batiul mașinii) ; — o roată condusă, (R¡), numită încă și roată satelit, solidară cu elementul (S¡) la care se transmite mișcarea rezultantă; — o piesă intermediară de cuplare, (Ps), purtînd denumirea de port-satelit, solidară cu un element ( к) al sistemului mecanic, care execută o rotație — obișnuit tot uniformă — în jurul aceleiași axe fixe (Дд ) (Δ,), în jurul căreia se execută și rotația elementului (Sf) ; cuplarea port-satelitului cu cele două roți se face prin cuple de rotație, astfel ca axa de rotație proprie a roții satelit să fie antrenată de port-satelit într-o mișcare de rotație în jurul axei (Δ,) = (Δί), iar roata satelit să angreneze în timpul acestei deplasări cu roata planetară, asigurîndu-se astfel rostogolirea fără alunecare a roții satelit peste roata planetară Considerînd cazul mai general, al mecanismului diferențial cu roți conice, se va menționa mai întîi faptul ca el poate fi fie cu contact exterior (fig , a), fie cu contact interior (fig , c) ; reprezentările schematice ale acestor mecanisme se fac ca în figurile , b și , d Este ușor de înțeles că rostogolirea fără alunecare a roții satelit (Sìj) peste roata planetară ( ¡) va implica și aici coincidența punctului Otf de intersecție a axelor celor două roți cu vîrfurile conurilor din care au fost tăiate roțile Se vor considera cunoscute următoarele date constructive ale mecanismului : — numerele de dinți alo roților angrenate, al roții planetare și z} al roții satelit ; ?■ — unghiurile yt și y} formate de generatoarea comună OB'B, corespunzătoare roților primitive, cu axele do rotație proprio ale celor două roți, suma lor — respectiv diferența lor în cazul roților eu contact interior — reprezentînd unghiul constant format do axele (A¡) și (Δ;) : γ = îi ± ъ ( ) Scanned with CamScanner Πηί |β Scanned with CamScanner Cinematica și dinamica sistemelor de rigide Țmînd seama de faptul că pentru realizarea angrenării pasul va trebui să fie același în cele două roți, rezultă relațiile evidente : Л — — о В sin γ( ; π - О В sin γ}, Scanned with CamScanner R ( și Rj fiind razele cercurilor bazelor mari ale roților primitive; prin împărțirea, membru cu membra, a celor două relații rezultă următoarea condiție între elementele constructive ale celor două roți : Zi sin yt z} sin γ ( ) Poziția sistemului format din cele trei elemente mobile ale mecanismului diferențial este determinată prin următorii parametri de poziție : — unghiurile de rotație φ( și ωΑ = ωί + Wj· я*» ( ) In condițiile constructive ( ) Cinematica ststcmetor de echivalente contopirii roților satelit într-una singura, se obține diferențialul automobilului, reprezentat schematic in fig ll oî, pentru care'formulele ( ) și ( ) iau formele respectiv (t)( -p O)j ( ) Sc Mi + M} ω = Σ gp ( ) Scanned with CamScanner Fig Se menționează că în practică se folosește și cea de-a doua roată satelit, (^Î ), identică cu (#,,) și așezată simetric eu aceasta din urmă în raport cu punctul O* de intersecție a axelor (AJ = — (Δ;) Și (^fc), pentru a se asigura simetria diferențialului în raport cu axa comună de rotație a roților planetare De asemenea, prin asamblarea a două mecanisme diferențiale cu roți cilindrice, cu roțile satelit solidarizate și cu roțile planetare coaxiale, se obține diferențialul cu roti cilindrice, reprezntat schematic înfig Primul mecanism diferențial este format din roata planetară (^/> ), cu zPl dinți, fixată de elementul (£j) și în rotație în jurul axei fixe (Δ,), precum și din roata satelit cu ¿y,, dinți, în rotație liberă în jurul axei (Δ*) imobilizată în carcasa (Cs), ultima avînd de regulă, formă cilindrică; carcasa se rotește eu viteza unghiulară ¿ în jurul aceleiași axe (Δ 't- ПГІ «b — toe zPl t — ωβ !fl ’ * împărțind între ele, membru ou membru, aceste relații și țmind seama și de condiția ω, — ω ( ) J (Of COc¿Îs! ( ) ωί Cinematica sistemelor de rigide Dacă se mai ține seama, și de relația ( ), se obține și următoarea ecuație de transmisie a mișcării între clementele («,), (»j) și (St ) cuplate prin diferențial : Wj = -(Of Zșț Zfiț ge zP z,t zSi zp¡ ( ) Scanned with CamScanner Și în legătura cu utilizarea diferențialelor intr-un sistem mecanic trebuie făcută mențiunea că în multe situații, datorită valorilor mici ale caracteristicilor inerțiale ale elementelor ce le compun, diferențialele pot fi considerate numai ca piese de legătură între trei elemente ale unui sistem mecanic, care execută rotații în jurul unor axe fixe în spațiu, introducînd, în baza relațiilor ( ) sau ( ), o ecuație de legătură între cele trei unghiuri de rotație ale elementelor cuplate ; în asemenea situații, diferențialele vor putea fi asimilate deci cu niște cuple cinematice Mecanisme cu bare ° Mecanisme spațiale cu bare Pentru studierea, sub aspectul cinematic, a mecanismelor spațiale cu bare au fost elaborate în ultimul timp numeroase metode, prezentate în tratatele de specialitate de teoria mecanismelor și mașinilor Una din aceste metode, care s-a impus cu precădere în lumea specialiștilor în domeniu, pe de o parte, prin caracterul unitar al ei și prin generalitatea aplicării· ei la toate categoriile și tipurile de mecanisme cu bare, indiferent de clasele cuplelor conținute și, pe de altă parte, prin posibilitatea adaptării ei la tehnica modernă de calcul, este metoda tensorial'matriceală a profesorilor D Mangeron și C Drăgan de la Institutul politehnic Iași Această metodă, expusă în lucrarea, de față pentru că ea permite și stabilirea ecuațiilor de legătură și a ecuațiilor de transmisie a mișcării intr-un lanț cinematic spațial, are la bază următoarele idei fundamentale : ) Orice mecanism spațial cu bare, constituit cu cuple de clase aibitrare, poate li transformat intr-un mecanism spațial echivalent, numit mecanism redus, constituit numai cu cuple cinematice de clasa a V-a și, în ultimă instanță, chiar numai cu cuple șurub-piuliță Cinematică și dinamica sistemelor de rigide (cupla dé translație este echivalentă cu o cuplă șurub-piuliță de pas infinit, iar cupla de rotație cu o cuplă șurub-piuliță de pas zero), adăugîndu-sc mecanismului, în schimb, un număr suplimentar de bare, unele cu lungime variabilă (Justificarea procedeului de înlocuire a unui mecanism complex cu mecanismul redus echivalent fiind o problemă de strictă specialitate, nu este prezentată în lucrarea de față) ) Lanțurile cinematice complexe ale mecanismului se descompun într-un număr minim de „circuite simple”, astfel încit fiecare element al mecanismului și fiecare cuplă să aparțină cel puțin unui circuit, care va trebui să conțină și batiul, metoda aplieîndu-se apoi fiecărui circuit simplu în parte ) în fiecare circuit simplu se face o numerotare a elementelor in ordinea în care se succed în lanțurile cinematice respective, plecindu-se de la elementul fix ca clement zero; notarea poate fi făcută fie in sensul în care se transmite mișcarea, fie în sens invers ) Fiecărui element (SJ al unui asemenea circuit simplu i se asociază un reper cartezian triortogonal drept, (â?J) s Q¡ y\ ζ·, covenabil ales, după criterii care urmăresc simplificarea la maximum a ecuațiilor de legătură stabilite cu ajutorul acestei metode (Aceste criterii nu vor fi menționate în lucrarea de față, care își propune să prezinte numai metoda generală) Considerînd un astfel de circuit simplu, format din n elemente mobile (S{), (i = , , , n) și din elementul fix ($ ), se va raporta poziția, unui element oarecare (& ) al circuitului la reperul (È'}) = = invariabil atașat unui alt element (Sj) al circuitului, (fig ), această poziție fiind determinată prin următorii parametri de poziție : — cele trei coordonate carteziene ale polului Q¡ în raport cu reperul (^)), notate în continuare cu simbolurile у^( și ^¡i ; ~ din cele H(,uă consinusuri directoare ale axelor reperu-lui (^) în raport cu axele reperului (â?j), ncaparținind aceleiași relații fundamentale, notate ca în tabelul do mai jos : Scanned with CamScanner Í £ o& J; „fA aVV «y; ai,i azv Cincinnfien sistemelor tic rìpide i (»õ Scanned with CamScanne Acești parametri de poziție, corespunzători mișcării relativo a elementului (a?,·) în raport cu elementul (¿?;), (fig ), vor putea fi exprimați în funcție de parametrii de poziție ai mișcărilor absolute ale celor două elemente, efectuate in raport cu reperul fix (#) s Fig atașat, de regulă, elementului fix, ((¿#?) == (¿K)k in bar·' relației evidente din fig : k ,h ‘ " Pig Cinematica și dinamica si dcmclor rie rigide cu consecințele ìVq =: = ^’Qj) Ί” ^!/q¡ Уо)**! Ί" (* / А' cu componentele corespunzătoare din ultimele trei linii ale matricei produs din membrul drept al relației ( ), va conduce la un număr dc ecuații între parametrii do poziție ai mișcării absolute elementului (S() și cei ai mișcărilor relative succesive ale elementelor precedente elementului ($,) ; dintre aceste ecuații, independente intre ele sînt numai un număr egal cu clasa cuplei care leagă· elementul (xȘ’,) de elementul precedent (&i i), adică, in condițiile mecanismului redus, numai cinci Alegînd deci convenabil ecuațiile independente și înlocuind in hi )агап*с^гіі poziție ai mișcărilor relative cu expresiile lor к ( · ), în funcție de parametrii do poziție ai mișcărilor absolute ale elementelor, se obține sistemul de ecuații de legătură ^ol eslKî llza^OiU'e cuplei cinematice care leagă fiecare element al cir- u ui do cele precedente, luate in ordinea numerotării Cinematica sistemelor de rigide !«» lia închiderea circuitului simplu considerat, adică la revenirea ia clementul fix ((Sil+ ) ξ (*%)), (i = » -r *-* relația ( ) va lua forma Scanned with CamScanner Ύ „ = „ = ), matricea T( , ) se reduce la această situație ((#i+i) = ¿*o) = (¿*)î а?;” „ — a , лѴІ/ matricea, unitate , gi(O O) = = E, ( ) ' ù > ì · ί se mai poate scrie i ■ г :■ L íJ ■: ; ȚHO D i ‘ - , η - ) l’in- -l»n) Т("· — е Í » ï ( ) această egalitate purtînd numele de ecuația de închidere a circuit ui ui simplu considerat Identificarea componentelor ultimelor trei linii ale matricei produs din membrul sting al ultimei relații cu componentele corespunzătoare ale ultimelor trei linii ale matricei unitare permite să se scrie un număr de alte ecuații finale de legătură care, așa cum se va arăta în paragraful următor, vor da posibilitatea să se exprime parametrii de poziție ai mișcărilor absolute ale elementelor în funcție de un număr determinat de variabile independente între ele, puțind determina în mod univoc poziția sistemului mecanic reprezentat prin circuitul considerat și care se numesc, din acest motiv, parametri de poziție independenți Prin derivarea în raport cu timpul a tensorului de poziție eu matricea ( ) se obține tensorul viteză al mișcării absolute a elementului ( t), cu matricea Lí «ia di ÛC «i «i, ч «i, ( ) lio Cine»HitíC(i $ dinmulco Mxtrmcíor i-l ai-l I ЛІ- S\), variațiile versorilor axelor reperului (£*'), solidar eu elementul (ό(), sînt provocate de rotațiile instantanee relative ale elementului (St) în raport eu elementul deci de viteza unghiulară instantanee relativă a elementului (S() în raport cu elementul (S ), notată со,, ceea ce înseamnă cit pentru derivatele relative in raport cu timpul ale versorilor axelor reperului (ii?j) — derivate notate cu simbolurile ή'ζ și îtf și considerate din punctul de vedere al ob- ¡ Cinematica Și dinamica sistemelor de Ίί,ί , ( ) Stabilirea ecuațiilor de legătură interioară pentru im astfel de mecanism va putea fi făcută urmărindu-so succesiunea elementelor lui în ordinea în care se transmite mișcarea și scriind ecuațiile de legătură corespunzătoare fiecărei cuple în parte așa cum au fost ele stabilite la punctul precedent ( ) ; derivarea în raport cu timpul a ecuațiilor de legătură va furniza și sistemul do ecuații de transmisie a mișcării în mecanismul considerat în unele cazuri, ecuațiile de transmisie a mișcării pot fi stabilite direct, fără să se cunoască în prealabil ecuațiile de legătură, folo- Cinematica și dinamica sisternelcr de rigide sindu-sc numeroase metode analitice, grafice sau grafo-analitico, elaborate în cadrul disciplinei de teoria mecanismelor și mașinilor pe baza diverselor teoreme privind distribuția vitezelor in mișcarea plan-paralelă, intre ele figurimi și cele două teoreme prezentate în primul volum al lucrării, in cinematica mișcării plan-paralele a rigidului : teorema proiecțiilor vitezelor și teorema coliniarității extremităților vitezelor punctelor unui segment de dreaptă in mișcarea plan paralelă; una din cele mai generale dintre metodele analitice va fi prezentată și in lucrarea de față, ea purtând numele de metoda centrelor instantanee de rotație Această metodă se bazează pe observația că dacă se cunoaște poziția, într-un moment oarecare, a centrului instantaneu de rotație, Co]} al unui element (S}) al mecanismului, (fig ), precum și Scanned with CamScanner Fig viteza vB a unui punct В (г,д) al elementului, atunci este posibilă determinarea parametrilor cinematici de ordinul întîi ai acestui element, vQ} și ωη în baza relațiilor stabilite în cinematica mișcării plan-painlele a rigidului : î?b = õjX rCojB ; rc = îi} X ( ) Urmărind succesiunea elementelor în ordinea în care se transmite mișcarea de la elementul motor, punctul В dintr-un element oarecare (Sf) cu viteza cunoscută va fi totdeauna punctul teoretic de cuplare cu elementul precedent (St), punct care, aparținînd și elementului (of), în mișcare cu parametrii cinematici și deja cunoscuți, va avea viteza Vcn == + ω ), poziție aflată pe perpendiculara în Ct} = OJ{ Ia viteza , (fig ), va rezulta relația Scanned with CamScanner І'сл - M ^co}cJt, de unde se va scoate valoarea modulului vitezei unghiulare instantanee a elementului (Sj) : |ω| = ( ) cu segmentul CoiC}i exprimat, pe bază de considerații geometrice, ca o funcție de parametrii de poziție ai elementului ( }) — cel mai adesea, ca’ o funcție de unghiul de rotație φ, Semnul valorii scalare a vitezei unghiulare ώ, va fi stabilit cu ajutorul sensului rotațieiele-mcntului (Sj) în jurul punctului Coi, sens indicat de viteza rc? Odată determinată viteza unghiulară ω;, viteza de translație a elementului respectiv va putea fi calculată cu ajutorul celei de-a doua dintre relațiile ( ), modulul ei avînd valoarea cu segmentul Со)(^ determinat, de asemenea, în funcție de parametrii de poziție ai elementului ( Л, po bază do considerații geometrice (fig ) Cunosclnd parametrii cinematici vQ și wj, se poate trece la determinarea vitezei punctului teoretic do cuplare cu elementul următor, (>S'A), C)h ξ ClJf apoi но repetă procedeul de mai sus de d ) poate fi determinată prin aceea că, pe lingă viteza punctului Ofit Ci n e ma ti co și dinamica sistemelor de rigide de cuplare cu elementul precedent, se mai cunoaște, din modul de funcționare a mecanismului, direcția vitezei unui alt punct al elementului (Sf) — de exemplu, a punctului Ck>, (fig ), de cuplare cu un alt element (Sk) al mecanismului —, centrul instantaneu de rotație C } aflîndu-se în acest caz la intersecția perpendicularelor duse în punctele C}( și C}k pe direcțiile vitezelor celor două puncte; în alte situații, aceste poziții vor putea fi stabilite, la mecanismele cu bare articulate, pe baza unei teoreme ce va fi demonstrată în continuare, purtînd numele de teorema coliniarității centrelor instantanee ele rotație în legătură cu denumirea teoremei, trebuie făcută mai întîi precizarea că în categoria \ centrelor instantanee de rotație au fost trecute toate cele trei £* tipuri de centre do rotație care V pot fi întîlnitc la mecanismele Eig, > plane cu bare articulate și anume : — centrele fixe de rotație, reprezentate prin punctele teoretice de articulație cu batiul a elementelor mecanismului și care vor fi notate cu indicii de ordine ai celor două elemente cuplate, batiului revenindu-i, ca de obicei, indicele zero (de exemplu, Ci va reprezenta centrul de rotație al elementului { () în raport cu batiul) ; — centre permanente mobile de rotație, reprezentate prin punctele teoretice de articulație dintre două elemente ale mecanismului și notate cu indicii de ordine corespunzători celor două elemente (de exemplu, Ci} va reprezenta centrul permanent de rotație relativă a elementului (S}) în raport cu elementul (£,)) — centre instantanee propriu zise, reprezentate prin centrele instantanee ale mișcărilor plan-paralele ale elementelor mecanismului, fie absolute, față de batiu, fie relative, față de alte elemente ale mecanismului ; și aceste din urmă centre vor fi notate tot cu indicii de ordine ai elementelor față de care se consideră mișcările relative (de exemplu, C(] va reprezenta centrul instantaneu de rotație al mișcării plan-paralele relative a elementului (£() în raport cu elementul(Sj), iar Cot va reprezenta centrul instantaneu de rotație al mișcării absolute, față de batiu, a elementului (¿?f) Scanned with CamScanner Cinematica sistemelor tic rigide Considerimi în continuare, două figuri plane, (Mt) și ($y), în mișcare plan-paralclă în planul Oo?// (fig ), cu vitezele unghiulare (d( == tOț· /i'( tú; Ã’ j ( >co« ~ ω* r ) va fi o rotație instantanee relativă, efectuată cu viteza unghiulară relativă ω*( ω* “ ω' = ( ) in jurul unui centru instantaneu de rotație ik — indicele inferior (t) precizează că mișcările relative sînt raportate la elementul (St) — acest centru, reprezentînd și aici centrul vectorilor paraleli ω* și (—wj ), trebuind să se afle pe dreapta ОцСц Observînd că în baza relațiilor ( ) și ( ) egalitatea ( ) ia forma Scanned with CamScanner adică rotația instantanee relativă a elementului (Sk) față de elementul (S¡) este aceeași și pentru observatorul legat de elementul (S¡) și pentru observatorul legat de elementul (Sj) și, mai general, pentru observatorul legat de oricare dintre celelalte elemente, rezultă că poziția centrului instantaneu relativ de rotație Git este independentă de poziția observatorului (С·} Ξ Cn)· Se poate eniința deci următoarea teoremă : „Centrele instantanee ale rotațiilor relative ale unui număr de două elemente oarecare ale unui lanț cinematic plan, în raport cu al treilea element și cu centrul rotațiilor relative ale primelor două elemente considerate sînt colimare” Remarcînd că numărul de trei al centrelor instantanee relative ale celor trei elemente considerate rezultă din posibilitățile de combinare, fără repetiție, (Gu = a numerelor de ordine i, j și к ale elementelor respective ( = CI), se poate trage concluzia că numărul total de centre instantanee relative corespunzătoare unui mecanism cu n elemente mobile și un element fix, va fi dat de relația Л'с = ( ) Este recomandabil, pentru determinarea sistematică a pozițiilor, la un moment dat, ale tuturor acestor contre corespunzătoare Cinematica dinaintea sistemelor de rigide unui mecanism determinat, să se respecte următoarele etape de lucru : — determinarea, pe baza formulei ( ), a numărului total de centre instantanee de rotație corespunzătoare mecanismului dat ; — numerotarea centrelor cunoscute — fixe și permanente mobile — conform convenției adoptate în expunerea precedentă ; — determinarea, în funcție de datele cunoscute, a centrelor instantanee relative propriu zise, alegîndu-se astfel ordinea de determinare incit pentru fiecare din centrele necunoscute C}k (j, kt = , , , j t fc), să existe, în tabelul centrelor cunoscute, două serii de cite două centre de forma Scanned with CamScanner Fig Mi к fiind numerele de ordine ale altor două elemente, (£ft) si (SA), ale mecanismului ; în această situație, centrul CL se va găsi la intersecția dreptelor C)hClkn și Gn Ckl Pentru ilustrarea modului de aplicare a acestor recomandări se va considera mecanismul din fig , format din elemente mobile și unul fix (я — ) Cinematica sistemelor de rigide Numărul total al centrelor instantanee de rotație, determinat cu ajutorul formulei ( ), este de Scanned with CamScanner cu următoarea distribuție : — centrele fixe de rotație sînt în număr de , ’ Sin Л Λ φ = аге eos r cos ( ) arată că prin intermediul unghiului de rotație φ , parametrul de poziție ?/g, este și el condiționat de rotația rotorului Examinînd acum și mișcarea discului (Dc), se va observa că datorită legăturilor lui cu restul sistemului realizate numai prin elemente elastice — arcul spiral (J s) și tija elastică de torsiune (Tit) —, care nu introduc — evident, între anumite limite — restricții mișcării de rotație permisă de legăturile exterioare, această mișcare, determinată prin variația parametrului de poziție φ , va fi doar influențată — fără a i se condiționa existența — de deplasările pe care le au extremitățile legate cu restul sistemului ale celor două elemente elastice de legătură, momentele cuplurilor exercitate de ele depinzînd, după cum se știe, și de modul de mișcare a acestor extremități De asemenea, nici legătura elastică realizată prin arcul elicoi-dal (J-Ci) nu condiționează direct existența translației rectilinie pe verticală a contragreutății (Cg^ — permisă de legăturile exterioare prin ghidaje aplicate acesteia — de rotația rotorului, (translația contragreutății poate exista și în condițiile de repaus al rotorului), deși forma concretă a ecuației finite a translației acestui element va fi influențată de modul de mișcare a extremității arcului legată de disc, deci în ultimă instanță, de modul de mișcare a rotorului Pentru a înțelege și mai bine această deosebire între caracterul independent al mișcărilor rotorului, discului și contra — greutății și caracterul dependent al mișcărilor tuturor celorlalte elemente alo sistemului mecanic se vor mai face următoarele observații : — oprirea bruscă a mișcării elementului motor va avea drept consecință oprirea, practic simultană, a mișcărilor tuturor elementelor sistemului mecanic, cu excepția celor do rotațio a discului și de translație a contragreutății (Ofo), caro vor putea continua și în condițiile stării dc repaus a rotorului ; — oprirea forțată a mișcărilor discului și contragreutății (Ogt) deși va influența mișcarea ulterioară a sistemului mecanic, în sensul Scanned with CamScanner -C Cinematica și dinamica sistemelor de rigide că se vor modifica, ecuațiile finite ale mișcărilor elementelor lui, nu va împiedica totuși ca aceste mișcări să se producă în continuare Constatările și observațiile precedente evidențiază faptul că dintre diversele blocuri rigide din care este alcătuit sistemul mecanic reprezentat în fig , numai trei din ele și anume: — blocul format din rotolili motorului, axul Цж) și roata dințată (&i) ; — discul (De) în rotație în jurul axei fixe (Δ ) ; — contragreutatea (C^), în translație rectilinie pe verticală, au mișcări arbitrare, mișcările tuturor celorlalte elemente ale sistemului mecanic fiind condiționate, în ultimă instanță, de rotația rotorului motorului Se poate trage de aici concluzia că mișcarea unui asemenea sistem mecanic va putea fi studiată cu ajutorul mișcărilor elementelor cu parametrii de poziție arbitrari, sau independenți cum mai sînt ei numiți, folosind, pentru determinarea mișcărilor celorlalte elemente ale sistemului ecuațiile de legătură interioară, respectiv ecuațiile de transmisie a mișcărilor : primele ecuații vor permite să se exprime parametrii de poziție dependenți în funcție de cei independenți, iar ultimele vor oferi posibilitatea exprimării parametrilor cinematici de ordinul întîi — și apoi, prin derivare în raport cu timpul, și a celor de ordinul doi — ai elementelor cu poziții dependente în funcție de parametrii de poziție si cinematici ai elementelor cu mișcări independente în modul acesta se conturează distinct următoarele două probleme fundamentale ale cinematicii sistemelor mecanice : ° Stabilirea numărului total de parametri de poziție independenți ai unui sistem mecanic determinat ° Exprimarea parametrilor de poziție și a celor cinematici de ordinul întîi ai elementelor sistemului mecanic în funcție de parametrii de poziție, respectiv în funcție de parametrii de poziție și de cei cinematici de ordinul întîi, ai elementelor cu mișcări independente Modul de rezolvare a acestor două probleme fundamentale ale cinematicii sistemelor mecanice va fi prezentat în continuare Stabilirea numărului de parametri· de poziție independenți ai sistemului mecanic Prezentarea acestei prime probleme fundamentale a cinematicii sistemelor mecanice va trebui precedată de unele precizări în legă Scanned with CamScanner Cinematica sistemelor de rigide tură cu noțiunea de „parametri do poziție independenți”, noțiune căreia i se vor da, în cele ce urmează, două sensuri distincte, după cum se va referi la un element oarecare al sistemului mecanic sau la întregul sistem mecanic Scanned with CamScanner Parametrii de poziție independenți ai elementelor unui sistem mecanic Prin noțiunea de parametri de poziție independenți ai unui element oarecare (S() al sistemului mecanic se înțeleg parametrii de poziție ai acelui element care rămîn independenți între ei în urma aplicării numai a legăturilor pasive exterioare, adică acei dintre parametrii de poziție ai elementului respectiv care pot lua valori arbitrare după desființarea tuturor legăturilor interioare care îi sînt aplicate lui (nu și a legăturilor exterioare) Considerînd mai întîi cazul unui sistem mecanic spațial, im element (Sf) al sistemului, care, în absența oricărei legături pasive, va avea, poziția determinată printr-un număr de pVf = parametri de poziție, reprezentați prin mărimile yQe zQ , ψ,·, ( ) reprezentînd numărul de parametri de poziție ai elementului, care vor putea lua valori arbitrare după aplicarea legăturilor exterioare respective, se va numi numărul de parametri de poziție independenți ai elementului considerat, somnul egalității în relația ( ) cores-punzînd cazului cînd rigidului ($() nu-i sînt impuse decît legături interioare Cinematica fi dinamica sistemelor de rigide în cazul cînd elementul (St) luat in considerație este asimilat cu un punct material, atunci poziția lui în spațiu va fi determinată numai prin pr — parametri de poziție, aceștia fiind reprezentați prin coordonatele lui carteziene ,r„ »/„ г,, iar cuplele cinematice care îi vor putea fi aplicate in această situație, vor fi numai cele de clasa iutii și clasa a doua ; în aceste cazuri deci relația ( ) va lua forma Pi =O Considerind acum un sistem mecanic spațial format din n elemente ((? ■ fjJ ' —punctelor materiale putîndu-li-se aplica în această situație numai cuple de clasa întîi —, și » - Σ n «ЗЯМ* ptk - Πί'Ο va reprezenta acum numărul total de cuple cinematice exterioare plane de clasa fc aplicate întregului sistem mecanic în legătură cu modul de determinare a numărului de parametri de poziție arbitrari ai elementelor unui sistem mecanic, mai trebuie făcută mențiunea, că la stabilirea acestui număr este necesar să se țină seama și de caracterul particular pe care îl poate avea mișcarea unui element chiar în absența unor legături exterioare De exemplu, în cazul clementului (£ ), reprezentat prin contragreutatea (^ ) din sistemul mecanic examinat mai înainte, (fig ), supus numai la legătura interioară prin cablu cu tamburul (Tb), au fost neglijate deviațiile de la mișcarea do t ranslație rectilinie pe verticală și deci, cu toate că elementului respectiv nu-i este aplicată nici o legătură exterioară, parametrii lui do poziție se reduc totuși la unul singur, (pv = ), acesta fiind reprezentat — prin alegerea axei Oz după direcția vericalei—prin ordonata yo,· l‘H Cinematica çi dinamica sistemelor de ripide Mult mai comod, pentru aplicațiile practice curente, este insă de a sc determina numerele pt de parametri de poziție independenți ai elementelor unui sistem mecanic pe baza mișcărilor particulare pe care le-ar executa elementele in ipoteza că s-ar desființa toate legăturile interioare aplicate lor, ținindu-so seama de tabelul de mai jos întocmit pentru mișcările particulare uzuale, întîlnite curent in aplicațiile tehnice; parametrii de poziție independenți sînt notați în ipoteza că se respectă modul do alegere a sistemelor de referință atașate elementelor folosit în cinematica și dinamica rigidului Pentru a ilustra, prin cîte un exemplu concret, modul de stabilire a numărului total de parametri de poziție arbitrari ai elementelor sistemelor mecanice spațiale și plane, se va considera din nou sistemul mecanic reprezentat în fig , făcîndu-se următoarele constatări : — pentru elementul (SJ, reprezentat prin blocul format din rotorul motorului, axul (Ax) și roata dințată (^/), aflat în rotație in jurul axei (Δ^, rezultă >i = , parametrul de poziție fiind unghiul de rotație parametrii de poziție fiind mărimile ÿç,, ~ρ„ ψ , φ și Ѳ >„ — pentru elementul (Λ’ ), reprezentat prin bucșa oscilantă (Во) solidară cu axul (Λα? ), in rotație în jurul axei fixe (Δ ), rezulta Scanned with CamScanner P Vgi· :Gi T XGC VGi Translația rectilinie ț V V h Pi = una dintre Pi = una dintre » V \ " ■ V · ■ coordonatele coord í jj xGi VGi zGi %· «G( Rotația în jurul unei axe Pi = Ψί Pi - fixe Mișcarea liberă în jurul Pi = Ψί ψί θί ■"· unui punct fix t г П f Г» Á r Mișcarea în jurul unui Pi = r 'f *n L ii( două dintre * punct fix, cu un reazem j jjL· unghiurile i f — exterior * i : :'· t ■■ · УСі' ?ί Mișcarea plan-paralelă Pi = două dintre Pi = două dintre cu un reazem cu alunecare S * ’ ■ ) mărimile , л mărimile Mișcarea plan-paralelă xGf Ug(‘ F ч xGi* yGe ?і Pi = una dintre Pi — una dintre cu un reazem cu rosto- mărimile mărimile golire XG¡‘ Пор Ψ, t*’ Чѵ Ус<> Ui Punct material cu un Pi =· două dintre Ρί ~ una dintre reazem sau o legătură mărimile mărimile prin fir (tijă rigidă) ■f¡, Ui =( *i Ui Punct material cu două Pi = unii dintre — ♦ reazeme, sau două legă- mărimile turi prin fire (tije rigide) ®i Ub =i Cinematica $t dinamica sistemelor de rigide parametrul de poziție fiind unghiul de rotație φΊ ; — pentru clementul (S ), reprezentat prin discul (I)c) în rotație in jurul axei fixe (Δ ), rezulta P& = , parametrul de poziție fiind unghiul de rotație φ ; — pentru elementul (£ ), reprezentat prin contragreutatea (CgJ în mișcare de translație rectilinie pe verticala, rezultă ’ = » -k, · ■,’ J ’ ■ ■- *Ϊ ’ ; parametrul de poziție fiind ordonata ya, a centrului ei de masă ; — pentru elementul (S ), reprezentat prin pîrghia (Pg) in rotație în jurul axei fixe (Δ ), rezultă > = , parametrul de poziție fiind unghiul de rotație φ ; — pentru elementul (jS ), reprezentat prin șaiba (Sb) solidară cu tamburul (Tb), aflată în rotație în jurul axei’ fixe (Δ ), rezultă > = » J * ·■-· ■■:-· Í ; ’i ■ ·■ parametrul de poziție fiind unghiul de rotație φ?» фя Și Ус · ф Trecînd și la examinarea sistemului mecanic plan reprezentat in fig , căruia І se vor considera desființate toate legăturile interioare, se constată următoarele : — pentru elementul (SJ, reprezentat prin roata dințată conducătoare (¿%i) în rotație în jurul unei axe fixe trecînd prin punctul Scanned with CamScanner parametrul de poziție fiind unghiul de rotație φι ; — pentru elementul ($ ), reprezentat prin blocul rigid format din roata dințată condusă (f%n) și șaiba (Sbj), de asemenea în rotație în jurul unei axe fixe trecînd prin punctul rezultă ^ = , parametrul depoziție fiind unghiul de rotație ■ · > ■ > ■ i:in Cinematica și dinamica sistemelor de rivide parametrii do poziție fiind mărimile a;Vt ?/ρ și = , Scanned with CamScanner parametrul de poziție fiind unghiul de rotație i' ‘ iar numărul gradelor lui do libertate osto · ■ и - ■ p ~ ~ lint = Cinematica dinamica^ șișlcmelor (le rigide în legătură cu noțiunea de număr al gradelor de libertate ale unui sistem mecanic mai trebuie făcută precizarea că stabilirea corectă a acestui număr implică în mod necesar verificarea ipotezelor de rigiditate a blocurilor din care se consideră constituit sistemul și a axelor și arborilor pe care sînt montate diverse piese în rotație, acceptarea, sau nu, a acestor ipoteze fiind condiționată, în multe cazuri, de caracterul mișcării sistemului într-adevăr, după cum s-a văzut și în cazul sistemului mecanic reprezentat în fig , unele din blocurile din care este acesta sînt formate din piese în mișcare de rotație — șaibe, discuri, roți dințate, pîrghii, came, excentrice etc — fixate solidar pe arborii considerați perfect rigizi ; în realitate, acești arbori, mai ales in cazurile cînd au și lungimi mari, permit unele mici rotații relative ale pieselor montate pe ei, adică se comportă de fapt ca tije elastice de torsiune ; ■ ' » Dacă mișcarea sistemului mecanic se execută continuu într-un sens determinat, se înțelege că aceste mici rotații relative ale pieselor ce alcătuiesc un asemenea bloc pot fi, de cele mai multe ori, neglijate, adică blocul respectiv poate fi considerat efectiv ca perfect rigid Scanned with CamScanner Cu totul alta este însă situația în cazul cînd mișcarea sistemului ar consta din foarte mici deplasări ale elementelor lui de o parte și de alta a pozițiilor lui de repaus, cum se întîmplă, de exemplu, în cazul vibrațiilor și cînd micile rotații relative ale elementelor unui bloc, de același ordin de mărime ca și ale celorlalte elemente ale sistemului, nu mai pot fi neglijate în asemenea cazuri se înțelege că diferitele porțiuni ale arborelui pe care sînt montate piesele în rotație vor trebui considerate ca tije elastice de torsiune, modifieîndu-se în mod corespunzător și numărul gradelor de libertate ale sistemului mecanic Astfel, de exemplu, în cazul unei rotații continue, într-un sens determinat, a elementului conducător (£г), sistemul mecanic reprezentat în fig , a va fi considerat ca fiind alcătuit din două blocuri rigide — primul format din elementele (£ ) și (¿L), iar al doica din elementele ($ ), ($ ), și ($ ) —, fiecare in roatație în junii unei axe fixe, (pt = jpa = ), legate între ele prin o cuplă cu roți mțate (íÍBf = ), rezultînd astfel pentru acest sistem un singur grad de libertate (p = ΑΓ — ltnt = ) i aî unor rotații oscilatorii mici ale elementului onaucator (fifj de o parte și de alta a poziției sale de repaus, nu mai Cinematica sistemelor de rigide pot fi neglijate nici rotațiile relativo ale elementelor ($ ), (£ ) și (À) și (jS'ü), prilejuite de imperfecta rigiditate a axelor celor două blocuri, ale căror porțiuni, (AÆj), (Ля? ) și (Лж ), (fig , b), se comportă ca tije elastice de torsiune; în această situație, sistemul mecanic va trebui considerat ca fiind format dintr-un număr de elemente in rotație în jurul unor axe fixe (dacă nu se iau în considerație și Scanned with CamScanner (sz) Fig încovoierile eventuale ale axelor), (p — p = p = p* = p = ), supuse la o singură legătura pasivă interioară — cupla cu roți dințate dintre elementele și (£ ) —, rezultînd astfel, pentru același sistem mecanic, un număr de grade de libertate (p = У — Ziat = = ) De asemenea, în cazul unui sistem mecanic format din diverse piese în rotație liberă pe un ax fix (Лаг), (fig ), sistemul va avea, m ipoteza perfectei rigidități a axului, un număr de grade de libertate egal cu numărul pieselor în rotație liberă aflate pe ax, adică, in exemplul considerat, grade de libertate ; dacă se ia în considerație insa și deformația elastică a axului, considerată, în majoritatea Cinemática și dinamica șiștemelor de ripida covîrșitoare a cazurilor, o încovoiere plană, atunci fiecare porțiune a axului va fi considerata ca o liara elastica de legatura, permițmd ■ în* cadrul ipotezelor simplificatoare acceptate curent — nu numai rotația elementelor în jurul unor axe paralele la axa ne deformată a axului, ci și translația rectilinie efectuată în planul în care se produce încovoierea axului și în direcție normală la axa geometrică nedefor Scanned with CamScanner Fig mată a axului în această situație, sistemul mecanic se va prezenta cu un număr dublu de grade de libertate față de situația precedentă Astfel, în cazul sistemului reprezentat în fig , b rezultă un număr de p = grade de libertate Se poate trage deci concluzia că în funcție de caracterul mișcării pe care o are — cu un sens unic de mișcare, sau oscilatoriu —, un același sistem mecanic se poate prezenta cu un număr mai mic, sau marmare, de grade de libertate; de asemenea, mai rezultă concluzia ca in aprecierea numărului gradelor de libertate ale unui sis-concrct’ btîlnit în practică, inginerul va trebui să tină memilni caie ^ore^e obțină în modelarea feno- menului mecanic studiat Cinematica sistemelor de rifilile MS Exprimarea parametrilor de poziție și a parametrilor cinematici do ordinul întîi ai elementelor unui sistem mecanic în funcție de parametrii do poziție independenți și —în cazul parametrilor cinematici — de derivatele lor în raport cu timpul Trecînd la examinarea celei de-a doua probleme fundamentale a cinematicii sistemelor de rigide, este ușor de înțeles că în cazul unui sistem mecanic în mișcare, numărului de p parametri de poziție independenți îi va corespunde, în problemele do tip fundamental ale dinamicii sistemelor mecanice, un sistem do p ecuații diferențiale ale mișcării acelui sistem mecanic La aceste din urmă ecuații va trebui să se ajungă prin următoarele două serii de operațiuni : — pe de o parte, prin eliminarea, din sistemul de ecuații scalare ale mișcării sistemului mecanic, a clementelor scalare necunoscute din torsorii solicitărilor pasive aplicate elementelor sistemului, reprezentate, de regulă, prin modulii sau valorile scalare ale reacți-unilor legăturilor pasive, exterioare și interioare, la care este supus sistemul mecanic considerat ; — pe de altă parte, prin eliminarea parametrilor de poziție dependenți și a derivatelor lor în raport cu timpul din sistemul de ecuații obținut după eliminarea reacțiunilor necunoscute ale cuplelor cinematice folosite în sistemul mecanic, utilizîndu-se în acest scop, așa cum se va arăta în continuare, ecuațiile de legătură interioară și ecuațiile de transmisie a mișcării Criterii de alegere a parametrilor de poziție independenți în rezolvarea celei de-a doua probleme fundamentale a cinematicii sistemelor mecanico, un rol esențial îl are alegerea celor p parametri de poziție independenți ai unui sistem mecanic, alegere care, în cazul cînd este judicios făcută, poate simplifica considerabil exprimarea parametrilor de poziție dependenți în funcție de coi independenți, respectiv exprimarea parametrilor cinematici de ordinul întîi ai clementelor cu mișcări dependente în funcție de parametrii de poziție independenți și de derivatele lor în raport cu timpul Scanned with CamScanner - c IIG Cinematica ÿt dinamica sistemelor сік rigide De aici rezultă, așadar, și criteriul general de alegere a mărimilor a căror variație condiționează, în ultimă instanța, mișcarea întregului sistem mecanic : Drept parametri de poziție independenți ai unui sistem mecanic vor fi considerați un număr de p dintre cei N parametri de poziție arbitrari ai elementelor sistemului, astfel aleși incit, fie în baza ecuațiilor de legătură interioară, fie în baza unor considerații geometrice rezultînd din restricțiile impuse de cuplele cinematice interioare, toți ceilalți parametri de poziție dependenti ai sistemului mecanic, în număr egal cu numărul l(nt = N — p al ecuațiilor de legătură interioară, să poată fi exprimați în funcție de primii sub forma cea mai simplă posibilă Este ușor de înțeles deplina încadrare în acest criteriu general a următoarelor două recomandări concrete, privind alegerea parametrilor de poziție independenți ai unui sistem mecanic : ) Dacă im sistem mecanic are un număr oarecare de elemente motoare, conectate la surse de energie cinetică independente între ele atunci parametrii de poziție ai acestor elemente conducătoare vor fi aleși printre cei p parametri de poziție independenți ai sistemului mecanic ) Daca un sistem mecanic aré un număr oarecare de elemente supuse la legături interioare mimai active, realizate prin elemente elastice de legătură (arcuri elicoidale și spirale, bare elastice deformate prin încovoiere și tije elastice de torsiune), atunci parametrii de poziție ai acestor elemente vor figura și ei printre cei p parametri poziție independenți ai sistemului mecanic considerat în cele ce urmează, cei p parametri de poziție independenți ai unui sistem mecanic vor fi notați, într-o ordine oarecare, prin simbolurile W!,w , ,wp, ei putînd fi reprezentați atît prin coordonate carteziene ale polilor invariabil legați de elementele sistemului mecanic, cit și prin unghiuri ale lui Euler, în particular prin unghiuri de rotație Folosind recomandările formulate mai sus la alegerea parametrilor de poziție independenți ai sistemului mecanic ou trei grade de libertate reprezentat în fig se observă că el are un singur element motor — este vorba de blocul rigid format din rotorul motorului, axul (Aa?) și roata dințată (â?z) —, cu poziția determinată numai prin unghiul de rotație φΓ și două elemente supuse la legături interioare elastice — este vorba de discul (Do), cu poziția determinată prin unghiul de rotație φ și de contragreutatea ( Cgf) cu poziția deter- Scanned with CamScanner Ci îi с πια tica sistemelor de rigide M minată prin ordonata //c;, a centrului ei de greutate \ ; parametrii de poziție independenți ai acestui sistem mecanic vor fi reprezentați deci prin mărimile Wi = φχ ; w = (pñ ; w = yct- De asemenea, în cazul sistemului mecanic plan reprezentat în fig , avînd tòt grade de libertate, există un singur element motor — roata dințată (â?/), cu poziția detei minată prin unghiul de rotație — și două elemente supuse la legături interioare active — este vorba de piesa paralelipipedică (Pp), cu poziția determinată prin abscisa xct a centrului ei de masă G și contragreutatea (Cg), cu poziția determinată prin ordonata y ; în consecință, cei trei parametri de poziție independenți ai acestui sistem mecanic vor fi reprezentați prin mărimile 'U’i = φι j w? = ^Ge > — У • n £ Í în legătură cu alegerea parametrilor de poziție independenți ai unui sistem mecanic mai trebuie observat că o aplicare comodă a criteriului general, enunțat mai sus, de alegere o permite metoda tensorial-matriceală a lui D Mangeron și C Dragan de stabilire a ecuațiilor de legătură interioară, utilizabilă în cazul sistemelor mecanice spațiale formate din bare într-adevăr, în aceste cazuri ecuația tensoriale de închidere a lanțului cinematic ( ) furnizează, de regulă, un număr de ecuații scalare de legătură interioară superior numărului p de parametri de poziție independenți ai sistemului mecanic pentru care este scrisă; faptul că în problemele practice se iau în considerație numai sistemele mecanice cu mișcări determinate, arată că soluția sistemului total de ecuații rezultînd din ecuația tensorială ( ) în raport cu parametrii de poziție independenți trebuie să fie și ea unic determinată, ceea ce înseamnă că din cele ecuații scalare de legătură considerate numai p sînt independente Existența unui număr mai mare de ecuații de legătură permite, în consecință, alegerea celor mai simple dintre ele ca ecuații cu care să se realizeze explicitatea parametrilor de poziție dependen ți în funcție de cei independenți Se mai face observația că în unele probleme de sinteză — adică de realizare a unor sisteme mecanice ou mișcările elementelor satis-făcînd anumitor condiții prescrise pe bază de considerente tehnologice — , este posibil ca numărul elementelor necunoscute în raport Scanned with CamScanner » Cinematica $ dinamica sistemelor de rigide cu care vor trebui rezolvate ecuațiile de legătură scalare rezultind din ecuația tensoriale ( ) să fie mai mare decit numărul ecuațiilor; în asemenea situații se stabilesc, obișnuit, și unele ecuații de condiție auxiliare, care, in modul actual de abordare a problemelor, reflectă, de cele mai multe ori, condiții de optimizare Coordonatele generalizateale unui sistem mecanic (S,) O^Qf Fig x în multe cazuri, calculele necesare stabilirii ecuațiilor diferențiale ale mișcării unui sistem mecanic se pot în mod apreciabil simplifica dacă în locul unora — sau chiar a tuturor — dintre cei p parametri de poziție independenți wt (i = , , ,p) ai sistemului se iau alte mărimi, tot independente între ele, care, de asemenea, să determine complet poziția sistemului mecanic Astfel, în locul unora dintre coordonatele carteziene ale polilor invariabil legați de elementele sistemului mecanic pot fi luate coordonatele cilindrice, intrinseci sau chiar coordonate mai generale, curbilinii, ale acestor puncte De exemplu, în cazul sistemului mecanic reprezentat în fig , în care jgheabul dreptunghiular (Jg) executat în elementul (SJ are, odată cu elementul, o mișcare de rotație în jurul axei fixe verticale (A), (Pi — , parametrul depoziție fiind unghiul de rotație φ, iar elementul ($o), asimilat ca un punct material, are o mișcare rectilinie in lungul jgheabului și deci o mișcare absolută spațială, (p coordonatele lui, y- « j = , para- ), ca urmare a legă- metrii , « - — γ— -***χνκ VlUllcVUClU AUL, iVgj У > Й Ъ UXJUJXIAV Oî turiior interioare realizate prin reazemele pe fundul jgheabului și pe unu dm cei doi pereți laterali ai lui, (Zint = ), vor rezulta *■ · ‘ - ·■'···· ■ p~n —г ; t) ; , ·, X , , ( ) ψι = w , , ; t) = фДіс ; t) ; φ î Ф,- = ((wn w , , wp ; i) =· çf(w ; t) (î = , , , n) ( ) Se înțelege că atît în relațiile ( ), cit și în relațiile ( )? vor figura numai parametrii de poziție cărora legăturile exterioare pasive aplicate sistemului mecanic le permit variații în timp Pentru a ilustra și acum, printr-un exemplu concret, modul de explicitare a parametrilor de poziție ai elementelor sistemului mecanic în funcție de parametrii de poziție independenți, se va reveni la sistemul mecanic reprezentat în fig , retranscriindu-se cele ecuații de legătură interioară cu noile notații pentru cei trei parametri de poziție aleși ca parametri independenți : Í ) ( ^) = φ - Z-l-wl = ; « ( ) / (a?ç, ; wj = xQt — r cos ( — wj = ; I X * / ( ) ( ) /з(уо, ; wl) = JfQ, — г sin / (^ ) = = o Шз) = ψ s o = ; ( ) —— wt r cos ( ) /б(фз i Μ> ) = φ —arc cos = ; sin - —U’i ^ « Oiticmatlcfl il dhuttnlni sistemelor tic rigidi· > « - - * " - -’ > ->·- - ■ - - ■ «*- ■-» * ·· - - - -* ■ « Fn-r-* - »з г сон ‘ w, ® M); * ^ / ' ο; = ( ) Prin rezolvnrca sistemului precedent do ecuații în râpen t cu parametrii do poziție independenți și ținînd scama și do modul de definire a lor, rezultă următoarele expresii alo parametrilor de poziție variabili în timp ai sistemului mecanic considerat în funcție do parametrii de poziție independenți : ·’*! * , , = ? = = ( ^) ; = φ Ρ ) Г w ! ^-W : Vp, = r sin *ο = θ ; ψ ^ ; r eos φ = arc cos * " »’ «ο -’T- CiwemoHco sistemelor de rigide O ξΟ φ = arc cos = φ («ύ) ; Scanned with CamScanner = w = ; ]/Gt = = # (wí) î ° Exprimarea parametrilor de poziție variabili în timp ai unui sistem mecanic în funcție de coordonatele generalizate Expresiile parametrilor de poziție ai elementelor unui sistem mecanic în funcție de coordonatele lagrangeiene se obțin cu ușurință prin înlocuirea în relațiile ( ), respectiv ( ), a expresiilor ( ) ale parametrilor de poziție independenți în funcție de parametrii lagrangeieni, rezultînd astfel relațiile’ ' = » VQi = ^( *) = №,( ; = î *) ; ψί = Ψί(ίΖι> Î > · · ♦ > Qp Ψ«(? ’ ’ · · ♦ » î ’ (¿ = , , Cinematica și dinamica sistemelor de rigide respectiv Xq — ^Q, (Qp ’ · · i Op i — ^Q{ (Q T !/Qf = yQfiOn O , ч Op î = > ί í = i(Ou О - · ·, Op)t} = VÁ ( ) in cazul sistemelor mecanice plane, aceste relații reducindu-se la simple identități de forma =wt=qi etc ( ) pentru acei dintre parametrii de poziție variabili in timp ai sistemului mecanic care coincid cu unii dintre parametrii de poziție independenți și cu coordonatele generalizate corespunzătoare Se înțelege și aici că in cazul sistemelor mecanice cu elementele supuse numai la legături pasive staționare, numite încă și sisteme scleronome, timpul nu va mai apare în mod explicit în relațiile ( ), respectiv ( ) Exprimarea parametrilor cinematici de ordinul întîi ai elementelor unui sistem mecanic în funcție de parametrii lagrangeieni și de derivatele lor în raport cu timpul Prin derivarea în raport cu timpul a expresiilor ( ) ale parametrilor de poziție variabili în ' ’— ’ · · · obțin relațiile /> = Σ õxQi õxQf dt ’ timp ai unui sistem mecanic, se ot V дм = Qt ^ρ ae( ae, ( Õ) Ctncnwticq Jiistcmctor de ripide » caro se redue hi simple identități de forma iêç( = ή i etc ( } pentru acei dintre parametrii de poziție care au fost aleși drept coordonate lagrangeiene Se înțelege și aici ea în cazul sistemelor mecanice scleronome (cu toate legăturile pasive staționaro), în relațiile ( ) nu vor mai figura derivatele parțiale în raport cu timpul ale parametrilor de poziție variabili în timp ai sistemului mecanic respectiv Derivatele în raport cu timpul ale coordonatelor generalizate poartă numele de viteze generalizate și sînt, ca și coordonatele lagrangeiene, independente între ele, rezultînd de aici condițiile Scanned with CamScanner oq, /= θ, pentru i ψ j ; dq} \= , pentru i = j ( } (A J = , , ,Pi- la baza relațiilor ( ) vor putea fi scrise acum următoarele expresii pentru parametrii cinematici de ordinul întîi ai elementelor sistemului mecanic : -·»,« + Уѵ, + »,* - (£i, - ) » + Ă tyo, , Sflo, Ί , ( £ s~o, , &<>, Ì, Σ ~ήτ— Qjt —^ — " I Σ ~ξτ t дГ~ P, ы oqk ot ) \ы cqt oi / ; -f j ; · J : ; » I fi ; , » t ¡ ω( = + φ(/ίί - Óí^í — ( У, - (¡i- “Ì % - \*-ι õqk di ) A A <>θ + Ж ~ÀL Sit ’+ eq, d,lt Scanned with CamScanner d®Q{ ; Õt ¿Ж dl "Qt õt' - АГ ί= Ж õt { õt « è ·■ ■··T■ T v - ·■ î аѳ, аѳ, R, , ■аГ’ =“^Г“ = ,(φ ) (ï = , ț · · · j r) Pentru derivatele parțiale—— si mărimile ’ care fi- ■’ :■ „i, >L do, â r d Г Л d f дѲ, dq dqj ω LĂȘ d^ qh ' dt J I t / ' · ' ' - V ·; V дп~&( *- dçA( çj fi dti)q} ·ν I * j;·)· Д ' * « ■ ;: ț V V și observîndU’So că pentru oricaro din cele două relații dezvoltările corespunzătoare se deosebesc doar prin ordinea în care se efectuează derivatele parțiale dc ordinul doi, ordine care, pentru funcțiile cu care se lucrează obișnuit în mecanică, nu afectează însă și valorile derivatelor ··>■> Este ușor de înțeles că relația caro exprimă vitezele de translație în funcție de parametrii lagrangeieni și do vitezele generalizate, precum și relațiile lui Lagrange demonstrate mai sus referitoare la vectorii de poziție ai polilor invariabil legați de elementele sistemu Cinematica sistemelor de rigide lui mecanic vor fi aplicabile și vectorului de poziție al unui punct arbitrar B(r · ■ * ■ putea scrie egalitățile (♦« , , ,/>), ( ) respectiv (j = l, , ,p) ( ) IGG Cinematica șl dinamica s i si cmelor de rigide tn cazul cînd coordonatele lagrangeiene ale unui sistem mecanic coincid chiar cu parametrii lui dc poziție independenți, adică sînt valabile identitățile ’ ; » ; - — V · I К* CÍ f i\ ‘ i Ț ! t\ — Σ -χ—- H—Λί~= Σ ωη·(«> î ш + ^io(w ; «b л= OWk Ol й= î - ■ l -&I d'îVj? ■ φ ), soli-solidară cu tamburul (Tb), în mișcare de rotație în jurul Axei fixe (M : « = * I -L Ti Pi J ~ " Φ H I ω ~^ il ® / J ( ) — parametrul cinematic al elementului ($ ), (contragreutatea (Ggz) in mișcare de translație rectilinie pe verticală) : ®g = — — θί ; · · · ;/) = () (λ = , , ,«) ( ) introduce anumite restricții nu numai parametrilor de poziție ai elementelor sistemului mecanic, ci și variațiilor elementare ale lor, dxQ(,âyQt, dzQ(i dtpf, dtp, și ДѲО în conformitate cu relațiile de mai jos, obținute prin diferențiere totală a ecuațiilor de legătură ( ) : ( ) Cinematica ?i dinamica sistemelor de rigide respectiv cu relaț iile Scanned with CamScanner ( ) ? W / dfx \ in cazul sistemelor mecanice scleronome I —= ; λ , , ,lilt¡ | \ dt J Aceste relații vor purta numele de condiții de compatibilitate eu legăturile interioare ale sistemului de deplasări elementare reale ale sistemului mecanic în cazul cînd sistemului mecanic îi sînt aplicate și legături pasive exterioare care introduc ecuații de legătură între parametrii de poziție rămași variabili în timp ai elementelor respective, atunci, pe lingă sistemul de condiții ( ) vor mai trebui scrise și condițiile de compatibilitate cu legăturile exterioare ale sistemului de deplasări elementare reale ; în cele mai multe din situații însă, parametrii de poziție ai unui element rămași variabili în timp în urma aplicării legăturilor exterioare sînt și independenți între ei în absența legăturilor interioare Se înțelege că variației dt a timpului, pentru care au fost definite deplasările elementare la translație și rotație, îi vor corespunde și variații elementare ale coordonatelor generalizate, dç;, (j = , , ,p), al căror ansamblu va purta numele de sistem de deplasări (elementare) generalizate reale ale sistemului mecanic Sistemul de deplasări reale la translație și rotație ale sistemului mecanic ya putea fi exprimat în funcție de parametrii lagrangeieni de poziție și de deplasările generalizate reale în baza relațiilor dt di ; сІѲ/ — coi di A * P fir ^ λ' dt, dt J (t = , , ,*) I Cinematica sistemelor de rlfjlde rezult ind astfel expresiile Scanned with CamScanner £, dî'Q drn, * dr«« « Σ -ч~- dfr ψ jJ- d« ; d€>( ±= І t««l UQ H **·! -L л/ — - di l, , n) pentru sistemele mecanice reonome și expresiile J- Y* ^Qi , γ, , d»’o# = Σ dfr ; d©f = Σ dçt • ьі Щк щ oqk r ' ■ -„ j j (¿== , , n) -: ( ) ( ) pentru sistemele mecanice scleronome Este ușor de înțeles că în cazul cînd parametrii lagrangeieni vor coincide cu parametrii de poziție independenți ai sistemului mecanic, (qt■ s Wi ; г = , , ,p), deplasările generalizate reale dç, vor coincide și ele cu variațiile dw — I II ™ ■ j ^ ·Ι I· *" ■■ ! —"b· ί Л ■-S— w»-”'■' ■ ι·ι ■■ ■ ■ Γι ■ ■■ ·ι π atunci ansamblul termenilor δ?ρ( și Ѳ( corespunzători tuturor elementelor sistemului mecanic va purta numele de sistem de deplasări virtuale, compatibile cu legăturile interioare, ale sistemului mecanic considerat, iar relațiile ( Õ) se vor numi și ele condiții de compatibilitate cu legăturile interioare ale deplasărilor virtuale ale sistemului mecanic în mod analog vor putea fi stabilite condiții de compatibilitate cu legăturile pasive exterioare ale deplasărilor virtuale ale unui sistem mecanic, atunci cînd unele dintre legăturile exterioare pasive introduc ecuații de legătură exterioară între parametrii de poziție rămași variabili în timp ai elementelor respective Variațiilor virtuale ale parametrilor de poziție ai elementelor sistemului mecanic le vor corespunde și variații virtuale ale parametrilor lagrangeieni, numite încă și deplasări virtuale generalizate, q¡, Avînd în vedere semnificația matematică de operator diferențial a simbolului δ, cu restricția precizată, se înțelege că și în acest caz va fi posibilă exprimarea deplasărilor virtuale ale elementelor sistemului mecanic în funcție de coordonatele generalizate ale sistemului mecanic și de deplasările virtuale generalizate, aceste expresii avînd în aceste condiții, formele ) Nu este greu dc înțeles că în cazul sistemelor mecanice scleronome sistemele de deplasări virtuale vor coincide cu sistemele de deplasări posibile și că sistemul do deplasări reale va fi unul din sistemele de deplasări virtuale Pentru a se înțelege mai bine deosebirile existente între cele trei sisteme de deplasări elementare definite mai sus, se consideră utilă ilustrarea lor prmtr-un exemplu concret în acest scop se va considera sistemul mecanic plan din fig· , constituit din elementul (SJ — pîrghia (Pg) — în rotație în Cinematica sistemelor de rigide IBI jurul unei axe fixe normale la planul figurii și trecînd prin punctul Q(ì din elementul (*S\) — reprezentat prin tamburul (Tb) solidar cu brațul (ВО — în rotație în jurul unei axe fixe normale la planul figurii și trecînd prin punctul Q¡ și din elementul (Sk·), în translație rectilinie pe verticala ; legătura dintre elementul (*S\) și elementul Scanned with CamScanner Eie W este realizată prin tija (Tj) do lungime variabilă în timp după o lege cunoscută L =s £(t), iar legătura dintre elementele ( ) = , ( î ) cu formele concrete ale acestor ecuații posibile de stabilit prin examinarea restricțiiloi' geometrice introduse de legături Sistemul mecanic considerat are deci un singur grad de libertate, căruia îi va corespunde un singur parametru lagrangeian, acesta puțind fi unghiul de rotație φ( al elementului (St) Se va admite că mișcarea sistemului se efectuează sub acțiunea unui cuplu motor de moment aplicat elementului ($ '= d^f i к ° ■,,; ί A ·&Ρί Λ ,- ·· S® = φί· ; * ί·φ ή?? J I / ( ) pentru sistemul de deplasări virtuale compatibile cu legăturile h-: Capitolul VU DÎNA M ICA SISTEMELOR DE rigide Scanned with CamScannei § Probleme generalo ale dinamicii sistemelor în cadrul acestui paragraf vor fi extinse, la cazul sistemelor mecanice, noțiunile fundamentale ale dinamicii de caracteristici inerțiale, caracteristici cinetice și caracteristici dinamice, noțiuni care au fost introduse pentru prima oară în dinamica rigidului Caracteristicile inerțiale ale sistemelor mecanice Masa totală a unui sistem mecanic Extinzînd, la dinamica sistemelor de rigide, noțiunea de masă a unui rigid, se va numi masă totală a unui sistem mecanic suma, extinsă asupra tuturor elementelor sistemului, ale maselor acestor elemente Daca sistemul mecanic este, constituit numai din rigide (S¡), (Í = , , considerate ca atare, cu masele Jf(, atunci masa totală a sistemului mecanic va fi definită prin relația ( ) în cazul cînd sistemul mecanic este format atit din corpuri considerate efectiv ca rigide, formimi un sub ansamblu notat cu simbolul cit și din corpuri asimilabile cu puncte materiale, formînd un I (i Cinematica și dinamica sistemelor de rigide subansamblu notat cu simbolul masa totală a sistemului mecanic va fi definită prin relația Scanned with CamScanner μ = Σ Mt + σ W/I, vțs() I ( ) simbolurile S și S reprezentînd sumele extinse la cele două sub-ansambluri menționate mai sus ; această defalcare pe subansamble este absolut necesară pentru a se atrage atenția asupra faptului că la stabilirea caracteristicilor cinetice și dinamice ale corpurile asimilate cu puncte materiale vor trebui făcute aproximările menționate în dinamica punctului material O noțiune cu totul nouă care va fi introdusă în dinamica sistemelor rigide, legată de noțiunea de masă, este aceea de masă redusă a unui rigid, noțiune folosită în deosebi în cazul sistemelor mecanice cu un singur grad de libertate și la care se ajunge observîn-du-se că raportul dintre energia cinetică a unui element ( ,·) al sistemului mecanic și pătratul vitezei de translație a elementului motor ( J, cu care se începe, de regulă, numerotarea elementelor, are, în ipoteza vGi / , aceeași dimensiune fizică ca și a unei mase, adică se poate scrie Г Ί ОТ ¿ MT ; L Л J ®У i !” în consecință, dublul acestui raport va fi numit masă a dementului ( t) redusă în centrul de masă al elementului motor ; exprimînd energia cinetica a elementului ( !· ( ) *(sí) ' se vor numi momente a luti ae ule sistemului тесаніе în raport cu polul /w, iar expresiile de la numărătorii fracțiilor ( ) și ( ), ce dau cooi donatele centrului do masă, vor purta numele de momente stasi O æy Si temu^ meGan^° w raport cu planele âe coordonate Oyz, z$ Dinamica sistemelor de ripide Э în legătură, cu noțiunea de centru de masă al unui sistem mecanic mai trebuie făcută mențiunea că dacă în dinamica rigidului această noțiune se confunda cu cea de centru de greutate, în schimb in dinamica sistemelor mecanice ultima noțiune nu mai poate avea sens decit în cazul unui sistem mecanic în stare de repaus Justificarea afirmației precedente o constituie faptul că noțiunea de centru de greutate al unui ansamblu implică rigiditatea ansamblului de puncte de aplicație ale greutății porțiunilor componente și deci poziția fixă a punctului de aplicație al greutății totale în raport cu centrele de greutate parțiale, condiții care nu sînt satisfăcute în cazul sistemelor mecanice în mișcare Se confirmă astfel mențiunea făcută în dinamica rigidului că noțiunea de centru de masă are o sferă mai largă decit cea de centru de greutate, ele coincizînd numai în cazul ansamblurilor rigide de coipuri · · so'ya numi'moment'de inerție al elementului (St) redus la axa de rotație a elementului motor, iar suma, extinsă la toate elementele sistemului mecanic a acestor momente de inerție reduse, adică expresia » VGf \ ω? « ( ) se va numi moment de inerție al sistemului mecanic redus la axa elementului motor Dinamica sistemelor de rigide J it HIIII ■ ini №ΜΜ·ίΐιιπ- -li -ni ■ и M M-gja ¿ gl Ί· П i Гий· м імч ■ i -НИп—и· и—ί u ■ ι i t j l—■ ι ч* ь ■■ иг - - ì /i—g— în cazul sistemelor mecanice cu chúñentele executind numai rotații în jurul unor axe de direcții fixe în spațiu,— expresia precedentă a momentului de inerție redus al sistemului mecanic va lua forma ( ) Scanned with CamScanner Pentru sistemele mecanice scleronome cu un singur grad de libertate, cu poziția elementului motor (conducător) determinată prin unghiul de rotație φη reprezentînd parametrul de poziție independent și în același timp parametrul lagrangeian de poziție al sistemului, toți parametrii cinematici de ordinul întîi ai celorlalte elemente ale sistemului vor fi funcții de unghiul de rotație φΛ și de derivata lui în raport cu timpul, aceasta din urmă apărînd, așa cum s-a arătat în exemplele studiate în cinematica sistemelor de rigide, ca factor comun (®g( = F»i( ω' = «Mc Otìc’i = « Lfc=i Ί- ’ · = Σ J: ui ,ή Ί P i Σ J bl L Șit t:Î Ί Pi '·:= Σ J Γ θίΐή Чк‘, și cu semnificațiile do mai jos pentru produsele scalare de forma J ) ; ( #Θί tíqk ι) I «w -l··-— COSfpi î ί Dinnmtca sistemelor irte rigide J-) = f JÌ£- S + «ÎL ¡J; + JÈL-/ Uit Oqk Oqk — I т/ «i j ) ( ) = Wtf) Scanned with CamScanner poartă numele de caracteristici inerțiale generalizate ale sistemului mecanic, sau încă, numele de coeficienți de inerție ai sistemului mecanic Ansamblul acestor coeficienți de inerție, în număr total de p , dar satisfăcînd condiția = ^А, ( ц fc = , , p), formează o matrice pătratică simetrică de forma n vc · · · P · · · · · · zp = ІІ ІІ ( ) лі h · · · hi · · · bp pl p · ·· pk · · ' pp care va fi numită matricea coeficienților de inerție, sau, mai simplu, matricea de inerție a sistemului mecanic Denumirea do „caracteristici inerțiale generalizate” dată mărimilor ghk este justificată do următoarele semnificații fizice ale lor : — au dimensiuni fizice do maso, dacă coordonatele generalizate n și qk, ai căror indici definesc coeficientul do inerție ghk, sînt coordonate carteziene, sau mărimi reprezentând lungimi ; Î S Cinemoticrt çi dinamioa sistemelor țde rigide — an dimensiuni fizice dc momente statice dacă una dintre coordonatele generalizate qh și gk, care definesc coeficientul de inerție g„i, este o coordonată carteziană și cealaltă un unghi ; — au dimensiuni fizice de momente de inerție dacă coordonatele generalizate qh și qk din coeficientul de inerție ghk sînt, ambele, unghiuri ale lui Euler în cazul sistemelor mecanice care conțin elemente ce executa numai rotații în jurul unor axe de direcții fixe în spațiu, axe luate / ЛО Λ totdeauna ca axe , , л , дѲ Ί ‘ * - г t \ M ( ) în fine, în cazul unui sistem mecanic redus la un s ingur rigid în mișcare liberă plană, deci cu grade de libertate, cu coordonatele B Cinematica gi dinamicia fttstemetor de rigide generalizate reprezentate chiar prin parametrii săi de poziție, = ffa= VGÎ Сз = >h vor rezulta condițiile dfQ = drg = ¿ Org = dȚa == ,, drg = drg θ dft dx ’ t)g dy ’ âq dt? Și ^ = -^- = -|î- ?= ; =A fr = fc', дха àq дув dq dtp în baza cărora se obțin următoarele valori pentru coeficienții de inerție : Scanned with CamScanner ÿu = Jf ; ff = ; g = ; ÿ = ; gî « ; g = , ( ) t? = θ І ~ θ ; ~ ¿ ' ) ; -Μ; , ' ’ ■> ·■ , ' ■ : : -І : : iar matricea de inerție va lua forma I Jf ( ) Caracteristicile cinetice ale sistemelor mecanice Jtn cele ce urmează vor fi extinse la cazul sistemelor de rigide noțiunile de caracteristici cinetice definite în dinamica rigidului Io Impulsul unui sistem mecanic Alegînd, de regulă, polii invariabil legați de elementele sistemului mecanic chiar în centrele lor de masă, se va defini impulsul unui sistem mecanic ca fiind mărimea reprezentată prin suma geometrică Pinti τηicn sisteme lor Irte ripide lí»!» a impulsurilor tuturor elementelor ce alcătuiesc sistemul mecanic, acest impuls avînd deci expresia X = ¿ = ¿ Jtf S t»l »e«l ( ) în cazul cînd toate elementele sistemului mecanic sînt considerate rigide ca atare și expresia ^(sp * ^ t = l ( ) c) Relația dintre momentele cinetice ale sistemului mecanic în raport cu polul fix și în raport cu centrul său de masă Pleeînd de la relația de definiție ( ) a momentului cinetic al sistemului mecanic în raport cu polul fix O și efectuînd în ea înlocuirile evidente (fig ) : = rc -*cG(, ( ) / ■- ?-■ r·■■·■ "’■· -î;■- ■ '■ ’■’·· - ' ' *■’* ' '·■·■■ f- , - ■’ ; ■ îi-' r iar prin derivare în raport cu timpul : vg = + ®g y ( ) ’ î’ ' î=i ’ r · " ■■■ ■ Cinematica și dinamica șișțemelor de rigide Este evidenta semnificația primului grup de termeni din membrul drept al ultimei relații : Scanned with CamScanner ¿ r^XÜÍtVo = (rcXvc) ¿ = (rcXvc) Άί = rc xMvc ( ) €« Pentru cel de-al doilea grup de termeni din membrul drept al relației ( ) rezultă, așa cum se arată mai jos, valoarea zero : ¿ î’cGi X ¿ ^i^cGi X vc = Í ¿ X OC = o, ( ) » = i=l \i = l / deoarece suma din paranteză reprezintă momentul static al sistemului mecanic chiar în raport cu centrul său de masă, moment evident egal cu zero ¿ = Jfrfe = ( ) t = l prin coincidența polului față de care se calculează vectorul de poziție al centrului de masă chiar cu acest centru Observînd apoi ca prin derivarea în raport cu timpul a ultimei relații rezultă concluzia ¿ MtvGf = , ( ) * »=ЯІ se va putea constata că și cel de-al treilea grup de termeni din membrul drept al relației ( ) este zero, așa cum rezulta din relația de mai jos : л « ¿ rcXMtvG =rcX^ MtvG = ( ) «- r t = l Această ultimă relație exprimă teorema lui Koenig relativă la momentul cinetic în dinamica sistemelor mecanice, ea avînd următoarea formulare : „Momentul cinetic în raport cu un pol fix al unui sistem mecanic este egal cu suma geometrică a momentului cinetic în raportul cu acel pol fix al centrului de masă al sistemului, în care se consideră concentrată întreaga masă a acestuia și a momentului cinetic corespunzător mișcării lui relative în raport cu centrul de masă” Se reamintește că în această formulare prin mișcare relativă a sistemului mecanic în raport cu centrul său de masă se înțelege mișcarea sistemului în raport cu reperul Cx*y*z* ° Torsorul impulsurilor unui sistem mecanic a) Torsorul în polul fix al impulsurilor unui sistem mecanic va avea drept componente impulsul sistemului și momentul său cinetic în raport cu polul fix, el avînd deci forma = ■ n = Σ MtVG »= * ( ) Σ ** + -* dacă sistemul este constituit numai din rigide considerate ca atare si forma ' = Σ MpGi Σ mp, ==^Σ> I/o, X MiVGt -h JTgJ TjXmpf ( ) daca sistemul mecanic conține și un subansamblu de puncte materiale Cinematica șt dinamica sistemelor de rigide Ъ) Torsorul în centrul de masă al impulsurilor unui sistem mecanic va fi definit prin impulsul sistemului mecanic și prin momentul sau cinetic corespunzător mișcării sale relative față de centrul de masă·, adică va avea forma Se face mențiunea că teorema lui Koenig relativă la momentul cinetic în dinamica sistemelor mecanice își păstrează valabilitatea, ușor de verificat prin repetarea calculelor, și în cazul sistemelor ce conțin și subansamble de puncte materiale Energia cinetică a unui sistem mecanic Extinzîndu-se, la cazul sistemelor de rigide, noțiunea de energie cinetică, se va ține și aici seama de făptui ca o asemenea noțiune poate fi definita atît pentru mișcarea absolută, cît și pentru mișcarea relativă a sistemului mecanic în raport cu reperul C x*y*z*, care a fost introdus cu prilejul definirii momentelor cinetice Io Energia cinetică corespunzătoare mișcării absolute a sistemului mecanic x ♦, · f ■ " Folosind teorema lui Koenig relativă la energia cinetică pentru exprimarea energiei cinetice a unui element ($,·) al unui sistem mecanic, se va defini energia cinetică a unui sistem mecanic corespunzătoare mișcării sale absolute ca fiind mărimea reprezentată prin suma energiilor cinetice corespunzătoare acestei mișcări alo tuturor elementelor sistemului, relația de definiție a acestei mărimi fiind deci ( ) Dinamica sistemelor Üc dacă toate elementólo sistemului sînt considerate rigide ca atare și Scanned with CamScanner ( ) dacă sistemul mecanic conține și un subansamblu de puncte materiale în cazul cînd în unul din elementele sistemului mecanic, de exemplu în elementul (Sk), polul invariabil legat de rigid nu vă putea fi luat în centrul de masă al acestuia, (Qk Gk), atunci pentru calculul momentului cinetic al acestui element va fi folosită expresia corespunzătoare acestui pol, adică = ~ X r'Gj ) + ^rof * ( ) în relațiile precedente, energiile de rotație au expresiile = M'X + · ^nei'gia cinetică a unui sistem mecanic corespunzătoare mișcării lui absolute în raport cu un reper fix este egală cu energia cine Dinamica sistemelor de rigide tică a centrului său do masă, în caro яс consideră concentrată întreaga masă a sistemului, adunată cu energia cinetică corespunzătoare mișcării relative a sistemului mecanic în jurul centrului său de masă” Se reamintește și aici că prin mișcarea relativă față de centrul de masă se va înțelege mișcarea sistemului mecanic față de reperul C x*ij*z*· i Se poate verifica și aici, prin repetarea calculelor, că teorema enunțată mai sus își păstrează valabilitatea și în cazul cînd sistemul mecanic conține și un subansamblu de puncte materiale d) Expresia energiei cinetice a unui sistem mecanic în funcție de parametrii lagrangeieni și de vitezele generalizate ale sistemului Considerînd cazul mai general, al unui sistem mecanic reonom și alegînd și de astă dată axele reperelor invariabil atașate elementelor sistemului astfel încît să coincidă cu axele centrale de inerție respective, energia cinetică a sistemului va fi dată de relația ( ), adică ( ) cu parametrii cinematici de ordinul întîi avînd acum expresiile - V " drG dt = + ( ) ultimii cu următoarele proiecții pe axele reperelor invariabil legate de elementele respective : * /> l dt ( Θ H^ '} ‘+ ( âFJ‘r ! ( ) Cinematica și dinamica sistemelor de rigide dQ( r,\ ~я^~ ’ ддк ) dQj si I în care factorii ( ), iar ultimii termeni au semnificațiile de mai jos : "t - dqk au semnificațiile dl ‘ ~dt ir* dt ^-îc dt £θ£ dt £ , dt n ea puțind fi scrisă deci sub forma ~ Σ rGi V dt ) ■x dt г* * -I- j;, дѲ dt Σ = oo(î Î t), ( ) ultimul grup do termeni ai expresiei ( ) a energiei cinetice a sistemului mecanic, notat cu simbolul £ , va putea fi scris sub forma ) — ~ oo· ( ) Ținînd seama de semnificațiile ( ), ( ) și ( ) ale grupurilor de termeni din expresia ( ) a energiei cinetice, rezultă următoarea formă finală pentru această expresie p a ^= + + ч) ’ h,k=l ( ) cu coeficienții de inerție depinzînd acum numai de parametrii lagrangeieni de poziție în cazul unui sistem mecanic scleronom cu un singur grad de libertate, (p = ; À = = ft), expresia precedentă a energiei cinetice se va reduce Ia un singur termen л ♦ o · >■ * = —(ІпЧі= — Ч“ ( ) cu coeficientul de inerție reprezentînd masa sistemului mecanic redusă în centrul de masă al clementului motor (£х) dacă coordonata generalizată este abscisa acestui din urmă centra (Ç = a?G( j = — MT(xGi), respectiv momentul de inerție al sistemului mecanic redus la axa elementului motor (¿?х) dacă coordonata generalizată este unghiul de rotație al elementului motor (q — φχ; g = Caracteristicile dinamice ale sistemelor mecanice v У ’ * и ’ ■ ’ U ’ - * Caracteristicile dinamice vectoriale Ca și în dinamica rigidului, aceste caracteristici vor fi reprezentate prin componentele torsorilor solicitărilor aplicate elementelor unui sistem mecanic; acești torsori vor putea fi considerați fie în polul fix, comun tuturor elementelor sistemului, — acesta fiind originea reperului absolut la care este raportată mișcarea sistemului mecanic —, fie în polii invariabil legați de elementele sistemului — aceștia fiind, de regulă, centrele de masă ale elementelor Scanned with CamScanner Dinamica sistemelor de rigide Clasificarea solicitărilor la care pof fi supuse elementele unui sistem mecanic este aceeași clin dinamica rigidului, cu următoarele două noi precizări : — Elementul constitutiv nemaifiind reprezentat prin masa elementară, ca în dinamica rigidului, ci prin rigidul finit, se vor lua în considerație numai torsorii rezultanți ai diverselor distribuții de forțe elementare, torsori cu componente finite, considerate fie în diversele puncte teoretice de aplicație, fie în polii invariabil legați de rigide — Noțiunile de „interior” și „exterior” trebuind să fie raportate, de astă dată, la sistem și nu la fiecare element constitutiv al sistemului mecanic, prin solicitări interioare se vor înțelege acum forțele și momentele cuplurilor din punctele de legătură interioară, solicitări care, fie că este vorba dc interacțiuni prin legături interioare active, fie că este vorba de interacțiuni prin legături interioare pasive, vor satisface principiul acțiunii și reacțiunii în legătură cu solicitările rezultante, se introduce următoarea convenție de notare : atît forțele rezultante, cît și momentele rezultante, măsurînd interacțiunile dintre două elemente ale sistemului mecanic, vor fi notate cu cei doi indici de ordine ai elementelor respective, primul indice corespunzînd totdeauna elementului supus solicitărilor luate în considerație ; în cazul cînd corpul cu care se află în interacțiune un element al sistemului mecanic nu aparține sistemului, fiind un corp oarecare din mediul înconjurător, cel de-al doilea indice pentru desemnarea solicitărilor aplicate elementului în cauză va fi înlocuit cu indicele zero Io Solicitările exterioare Prin solicitări exterioare se vor înțelege forțele și momențele cuplurilor de forțe exercitate asupra elementelor unui sistem mecanic de către corpurile din mediul înconjurător, care nu fac paite din sistem, aceste solicitări puțind fi împărțite și aici în : a) Solicitări exterioare active, cuprinzînd Solicitările active de interacțiune directă, reprezentate prin greutățile elementelor, precum și prin diversele forțe și momente ale cuplurilor motoare exercitate din exterior Scanned with CamScanner Ci ne matica și dinamica sistemelor de rigide Torsorii în centrele de masa G( ale greutăților elementelor sistemului mecanic vor avea formele ( ) iar dacă în unul din elemente, de exemplu, în elementul (£*), polul invariabil legat de rigid nu va putea fi luat în centrul de masă ь x Pt • ( ) cu ultima componentă a farsorului avînd expresia analitică ^Qjk(P*) = — cosφ* Zc* ( ) în cazul sistemelor mecanice plane în mișcare în planul fix Oxy, cu axa Oy orientată pe verticală și în sus, (¿g ) Soliei tar ile de legătură exterioară activă Considerînd modelul mai general de legătură exterioară activă prezentat în dinamica rigidului, cu elementul elastic de legătură deformat atît prin întindere și comprimare, cît și prin torsionare în jurul axei fixe (Δί ), care permite elementului (£,), căruia îi este aplicată, să execute o mișcare elicoidale în jurul axei (Δ ), (fig ) și luînd și aici în considerație numai cazurile cele mai des întîlnite în aplicațiile practice, cînd centrele de masă G( se găsesc pe axele mișcărilor elicoidale ale clementelor respective, asupra elementului (£t) va acționa un răsucitor al solicitărilor elastice dezvoltate prin deformarea elementului elastic de legătură, cu componentele avînd, în condițiile de valabilitate a legii lui Нооке, expresiile stabilite în dinamica rigidului, completate acum cu indicii de ordine corespunzători, conform Dinamica sistemelor de rigide !» Scanned with CamScanner W Fig Fig ’ · - ■ - - convenției de notare adoptate, adică : = (Ч=-Ч( Ч +А«„+М’ Е % )Ч=ЧІ+А ^ ( ) Termenii 'Я„, - - Ч(?с = ; Ã „ = Ζί' ( ) ele avînd drept consecințe și egalitatea cu zero a sumei celor două momente rezultante ale acestor două ansambluri de solicitări în polul fix, comun tuturor elementelor sistemului mecanic, în baza relației evidente Scanned with CamScanner сИі(^e ) Л /Д i ' ï ' J - în consecință, rezistențele do amortizare dezvoltate prin deformarea elastică a elementului de legătură (Aéo) și acționînd asupra Cinematice șt dinamica sistemelor de ripide elementului (S() se vor reduce, în centrul de masă Gt al elementului considerat (fig ), la un răsucitor de componente r^R ,,) - ■ Raif — — Gti(VGl — Vg,) ~ *“ ω;) ( ) Valabilitatea, și în acest caz, a principiului acțiunii și reacțiunii conduce la concluzia că un răsucitor analog va acționa asupra elementului ($,)> (fig· ), torsorul în polul G¿ al acestor din urmă solicitări avînd forma ■ - - ‘ ț * - - Γο,ΐΒ ,,) = ■ ^aíf = — Oji(vGf — Vg{) , ( ) cu ■?Ѵ/ : - ‘: ‘f ·:·? - i /гГЦ- : — Qu ; = J^ii ( ) Întrucît polii Gt și Gj sînt situați pe axa comună a răsucitorilor sînt evidente și aici condițiile Ă + %>ц = » Ăi + Ă я) * (rG( — Гв{) X iia^j = О, vectorii (ÿGj — fcj) și R»(j fiind și acum coliniari Dinamica sistemelor de rigide Dacă elementul (¿?() este supus la mai multe legături interioare active cu diferite elemente (Sk) ale sistemului mecanic, se va putea defini un torsor rezultant în polul Gt al tuturor solicitărilor de amortizare exercitate de elementele de legătură elastică interioară aplicate rigidului (S'j), de componente = — Σ %<>¡k ^Ц(Д>(ЯІ ) = Σ ( ) Scanned with CamScanne precum și un torsor corespunzător în polul fix , comun tuturor elementelor sistemului mecanic, de componente i W° ■ + x-B ( ) * o Torsorul rezultant în polul fix al solicitărilor de amortizare corespunzătoare întregului sistem mecanic va avea însă componentele egale cu zero, adică vor rezulta condițiile n W Σ ; ЕЖСМ = °- ( - S) *=* ί= datorită acelorași regrupări de forțe și momente direct opuse la considerarea întregului sistem mecanic Solicitările de reacțiune ale legăturilor interioare pasive Cuplei cinematice interioare, care leagă un element (St) al unui sistem mecanic do un alt element (>S)) al sistemului, îi corespunde un torsor, în punctul teoretic de cuplare Ciit al reacțiunilor exercitate, prin intermediul cuplei cinematice, de elementul (#;), forma acestui torsor fiind analogă celei corespunzătoare unei cuple exterioare, ( ), ou înlocuirea însă a indicelui zero cu indicele j ; se va scrie deci și aici : = - lli} = -|- φο ( ) Cinematica dinamica sistemelor de rigide unele din componente puțind, evident, lipsi in cazul unor tipuri mai simple de cuple cinematice în baza principiului acțiunii și reacțiunii, un torsor cu componentele de mărimi egale și de sensuri contrare va acționa asupra elementului (Sj)f în punctul teoretic de cuplare CJt din acest element, adică torsorilor ( ) li se vor asocia torsorii înglobînd reacțiunile elementului (S cu funcția de forță gravifică, respectiv funcția potențiali* gravitici, definite acum prin relația Scanned with CamScanner p, = -v, = -ff ¿ ΛΤ,ίο + о , - у кФ )+ consti · ( ) Folosind simbolul pentru desemnarea sumei extinsă asu-pra tuturor elementelor de legătură elastică interioară aplicate rigidelor unui sistem mecanic, lucrul mecanic elementar al solicitărilor elastice corespunzătoare tuturor acestor legături active interioare va fi dat de relația + [W , - + Ч ,! L + tW'% “ P + ^чР (i?e ^) + і(фі — φ/) + я Я Ε У ( ) C fiind, ca de obicei, o constantă aditivă arbitrară ; se înțelege că expresia precedentă a funcției Uinta va căpăta forme simplificate în condițiile tipurilor particulare de legături elastice interioare O concluzie importantă, care trebuie reținută, în legătură cu lucrul mecanic elementar al solicitărilor interioare active este aceea că, deși ansamblul acestor solicitări, corespunzător întregului sistem mecanic, formează, în baza condițiilor ( ), un sistem echivalent cu zero, totuși lucrul lor mecanic elementar este totdeauna diferit de zero, adică rezultă condiția ■'· dJ^^O ( ) Lucrul mecanic elementar real al solicitărilor interioare pasive Lucrul mecanic elementar al solicitărilor de amortizare interioară Ținînd seama de condițiile ( ) pe care le satisfac componentele torsorilor în centrele de masă Gi și G¡ ai solicitărilor de amortizare interioară corespunzătoare legăturii elastice dintre elementele ($ Gy)di ; d© υ(ω( - õ,) ]d /nl ( ) suma fiind extinsă, evident, asupra tuturor elementelor din sistem cărora le sînt aplicate legături pasive interioare Scanned with CamScanner * — ω>)]( ) «/) reprezentînd lucrul mecanic elementar al componentelor ideale ale solicitărilor de reacțiune interioară, iar termenul d^«W)= f) în mișcarea față de elementul (Sj), în cazul cuplei de translație și deși este valabilă în acest caz condiția ω, — ω} = , va rezulta dJSf’,я; vectorul У/ÿ, are sensul contrar vitezei unghiulare relative ω>) în cazul articulațiilor staționare și deși este satisfăcută u — %ί = θ’ va rezu^;i totuși dJS?i»t/r ώ/)άί () al unui sistem mecanic, atunci lucrul mecanic virtual (ele- Uext δθ( ( ) ψ, Í Dinamica sistemelor de rigide Lucrul mecanic virtual al solicitărilor exterioare pasive — Lucrul mecanic virtual al rezistențelor mediului Acest lucru mecanic va fi determinat prin relația Scanned with CamScanner ^, = Σ [Λ,,δΐΐ, + Ж(ЖЧ) ®,] fai т · · ■ ' , - , ! f , - ( ) și va putea fi considerat egal cu zero numai în cazul sistemelor mecanice cu elementele avînd profile de minimă rezistență și în mișcare în mediu cu rezistență neglijabilă — Lucrul mecanic virtual al solicitărilor de amortizare exterioară Avînd în vedere existența celor două scrii de componente — disipative și perturbatoare — ale solicitărilor de amortizare exterioară, va rezulta următoarea expresie pentru lucrul mecanic virtual corespunzător acestor solicitări : = Σ ЛЖ + ■ î·’^· ( ) ·: - · ь — S· ” = - Σ >*= ( ) La această expresie se va reveni la sfîrșitul paragrafului ° Puterea mecanică a solicitărilor aplicate unui sistem mecanic min +Pute£ea mecanică a unui sistem de solicitări, de un tip deter-uinat, aplicate elementelor unui sistem mecanic va fi definită ca na a puterilor mecanice corespunzătoare solicitărilor de tipul M> Cinematica ;i dinamica sistemelor de rigide considerat, aplicate tuturor elementelor ce alcătuiesc sistemul mecanic respectiv în consecință, dacă^j și sînt componentele torsorilor în polii ai solicitărilor de un tip sau categorie determinată, aplicate elementelor (£ + + ' ^ , ( ) ozGț d ψί d ©i д г Puterea mecanică a solicitărilor exteritoare pasive Folosind, pentru componentele torsorilor diferitelor tipuri de solicitări exterioare pasive, notațiile utilizate și în cadrul primelor două puncte ale acestui paragraf, vor rezulta următoarele expresii pentru puterile mecanice ale acestor solicitări : — Puterea mecanică a rezistențelor medùtlui, ха аѵей expresia ! n = ( S) cu forma particulară pentru sistemele mecanico constituite din elemente reprezentate prin modelul pentru care torsorul rezistențelor mediului are forma ( , ), - — puterea mecanică a solicitărilor de amortizare exterioară Expresia acestei puteri mecanice va avéa forma ' · ' * ■ > ' ■ ' ' I -li ' : -l· : ■ — ^extiia =” Σ &extit "f" » i aa Î>‘ c ( ) >H Cinematica çi dinamica sistemelor de ripide cu termenul a ?σ, J ‘ ‘H Ψί M irit ψ ¿o, J Puterea mecanică notațiile utilizate a solicitărilor interioare pasive Folosind și orimele rlnuă subnuncte ale naraifrafului aici pentru componentele torsorilor în centrele de masă ale solicitărilor interioare pasive, vor rezulta următoarele expresii pentru puterile mecanice ale celor două tipuri de asemenea solicitări : — Puterea mecanică a solicitărilor de amortizare interioară, dată de relația А д ^intfía ~ dt ~ ~ — ^Gy) = — ω>) ] ‘■" ? ( ) Cinematica și dinamica sistemelor de rigide — Puterea· mecanică a solicitărilor de reacțiune ale legăturilor interioare pasive, determinati prin relația σ №·> % + М-ДО = I ( ) Scanned with CamScanner ■· ■·! ’ | unde termenul &intnid ~ Σ ♦ ( ) reprezintă puterea mecanică a componentelor ideale ale reacțiunî-lor — egală cu zero în cazul cînd legăturile interioare pasive sînt staționare —, iar termenul = ^intfr == У )ω ( =-, dqk - dqkht’ = “y|vG¡K > p) d^i ‘ bio GG Cinematica și dinamica sistemelor de rigide reprezentînd forțele generalizate corespunzătoare componentelor perturbatoare ale solicitărilor elastice, numite încă și forțe generaHi-zate de· excitație ; aceste din urmă componente ale forțelor generalizate vor fi funcții de parametrii lagrangeieni dc poziție — prin Э intermediul mărimilor — și a , cît și funcții explicite de timp — prin intermediul mărimilor rE(e = r£ft>(t) = фя і Dinamico sistemelor de rigide adică ( ) funcția «к - ” - ~· — JJ ^·Κ{βωί] = (Çj k> О ¿ t=l ( ) purtînd numele de funcția disipativă a lui Rayleigh corespunzătoare rezistențelor mediului, ea depinzìnd, prin intermediul parametrilor cinematici de ordinul întîi ai elementelor sistemului mecanic, de coordonatele lagrangeiene ale sistemului mecanic, de vitezele lui generalizate și, în cazul sistemelor reonome, de timp explicit — Forțele generalizate corespunzătoare rezistențelor de amortizare exterioare Aceste forțe generalizate vor fi determinate prin relațiile QcnR dfGi ?L e О * ( ) este funcția disipativă a lui Rayleigh corespunzătoare componentelor disipative ale solicitărilor de amortizare exterioară Scanned with CamScanner Dinamica sistemelor de rigide G!) Forțele generalizate corespunzătoare solicitărilor ãe reacțiune ale legăturilor exterioare pasive Avînd în vedere expresia ( ) a lucrului mecanic virtual al solicitărilor de reacțiune a legăturilor exterioare pasive aplicate unui sistem mecanic, lucru mecanic datorat numai componentelor disipative ale acestor solicitări, se va putea, trase concluzia că și torțele generalizate ale soliciărilor de reacțiune exterioare se vor reduce numai la cele corespunzătoare componentelor disipative ale acelor solicitări, adică se va putea scrie - Qext - Qextfrk - Σ — drc (T »» Θ( f dqk l sau încă, folosind și aici relațiile ( ), mai rezultă dvc dcòf i dqh íe dqk J , legătură cu aceste solicitări trebuie făcută mențiunea că și ш dinamica sistemelor mecanice, ca și în dinamica rigidului, rezolvarea problemelor va fi posibilă numai în cele două situații crmoscu-te ; — fie în condițiile neglijării tuturor frecărilor (Φω « ; •^/гй» î i = , , , n), cînd forțele generalizate ale solicitărilor de reacțiune exterioare vor fi considerate și ele egale cu zero ; *n condițiile aproximării componentelor disipative ale solicitărilor de reacțiune exterioare — forțe de frecare și momente ue frecare — cu valori constante, corespunzătoare cazului static, dînam^ra^e cunoscu^° * acceptate și ca valori medii pentru cazul Considerine! ultima situație, care include în ед , ca un caz particular, și pe prima — corèspunzînd cazului cînd valorile constante · Cinematica și dinamica, sislemelor de rigide ale solicitărilor disipative devin chiar zero —, vor rezulta următoarele expresii finale pentru forțele generalizate ale solicitărilor de reacțiune ale legăturilor pasive exterioare aplicate unui sistem mecanic : dqk (fc = l, , ,p) ( ) Celor trei tipuri de solicitări exterioare pasive le vor corespunde forțe generalizate totale exterioare pasive, determinate prin relațiile n pk dre I pi dqk exl Ml pg dqk J ’ = îQRz *k Ял (k = , , P) ( ) suma primilor trei termeni, adică “a (fc = l, , ,p) ( ) reprezentînd forțele generalizate disipative exterioare totale corespunzătoare gradelor de libertate Ic, iar ultimul termen Qtxk — Qt ) ( ) jucînd rolul de forță generalizată exterioară de excitație în cazul cînd forțele generalizate corespunzătoare rezistențelor mediului au formele ( ), se poate defini o funcție disipativă Dinamica sistemelor de rigide exterioară totală a lui Rayleigh, în baza relației дЯ„Іп Qu + Q'xtr = — *Γ· -= ** % dqt dq i К —— (âfK +âfexl ) = qk ha d&fext dqk (/v = l, , í - aceasta funcție disipativă totală avînd expresia == ^Rt + '^ex!na ~ ^'Rio ’’’ -^·θ)ωί] ( ) Se va arăta, în continuare, că în cazul sistemelor mecanice scleronome, funcția se prezintă ca o formă pătratică în vitezele generalizate, cu coeficienții formei pătratice funcții de parametrii lagrangeieni de poziție ai sistemului mecanic Intr-adevăr, utilizînd expresiile ( ) ale parametrilor cinematici de ordinul întîi ai elementelor sistemului mecanic scleronom considerat, expresia funcției disipative totale poate fi adusă la forma j / i л X / V · Ì ( V ’ ì sau încă, efectuînd înmulțirile și invorsînd ordinea de sumare astfel incit să se scoată vitezele generalizate în factori, mai rezultă Г diî'G дгв dqh qk ( ) acești coeficienți ai formei pătratice în vitezele generalizate ( ) depinzînd de parametrii de poziție lagrangeieni ai sistemului meca-dî*G, d&i nic prin intermediul mărimilor și —q~—î expresia funcției disipative totale va putea fi scrisă sub forma finală - P ‘ : * ( ) care justifică afirmația făcută privind forma funcției ¿%ext în condițiile existenței acestei funcții și în ipoteza valorilor constante ale solicitărilor de frecare exterioară, expresiile ( ) ale forțelor generalizate pasive exterioare totale vor putea fi scrise sub formele ( л №exl Vtxt = T-— pk d l biljtyt J + Αλω, — ώ\) ] Λ = д> sau încă, introducînd factorii din fața semnelor de sumare în interiorul sumelor și scoțind deplasările generalizate virtuale în factori comuni, mai rezultă A ^int¡i = - ' Σ {Σ ^ - % ) τ~ ■ dqt °b) ~~ (ω, dçi- ( ) Este suficient acum să se observe că această relație mai poate fi scrisă sub forma ~ “ Σ Σ E^u(% — ®G;) + -£>ίί(ω,· — ω;) Isțfr, *=ι I oqt L{ » I ( ) pentru ca, prin comparație cu expresia ( ) a aceluiaș lucru mecanic virtual, precum și prin considerarea arbitrarietății deplasă- Dinamica sistemelor de rigide rilor virtuale generalizate, să rezulte următoarele expresii pentru forțele generalizate ale solicitărilor de amortizare interioară; Scanned with CamScanner dii - - ^»"*я τ Σ ,Λ- dqi I (^ ) uqt (fc = , , -, ρ) ( ) expresii сате scot în evidență existența și în acest caz a unei funcții disipative a lui Rayleigh corespunzătoare solicitărilor de amortizare interioară, funcție definită de astă dată prin relația ~ Σ №iÁVG¡ — VGf) + Diftoi — ) d dQj ! A, fc = , , se obține următoarea expresie finală a funcției Б,я· ( ) = V Σ β · și -я : ~ Forțele generalizate ale solicitărilor de reacțiune ale legăturilor pasive interioare Întrucît lucrul mecanic virtual al componentelor ideale ale solicitărilor de reacțiune ale legăturilor interioare pasive Dinamica sistemelor de rițiide aplicate elementelor sistemului mecanic este redus, în baza relației ( ), numai la termenul datorat frecărilor, forțele generalizate corespunzătoare acestor solicitări se vor reduce și ele numai laicele ale solicitărilor de frecare ; în consecință, no tind cu și componentele torsorilor rczultanți în polii G ai acestor solicitări de frecare interioară la care sînt supuse elementele (jS() ale sistemului mecanic, forțele generalizate corespunzătoare solicitărilor de reacțiune ale legăturilor pasive interioare vor fi determinate prin relațiile «Η Г — i дгв, — Л = Σ [ = ( ) Scanned with CamScanner cu formele particulare - :····~ ■■ · - '· ; '··* - / í & int ^Rt = QinifTk = IΣ + âîtCi(Æ,wiέ x dqk δω' t xv νωιυ д$к δω' ‘‘Ж δήι ( ) (j»Gt д - = ^tVG, t ■ àqk i dqk dqk dqt ( ) Cinematica și dinamica sistemelor de rigide Și — • dqk Г, üqk ut ·> y {v dqk {г dqk d^i f Ъ* '* jL ·· Scanned with CamScanner dqk Introducînd aceste expresii în relațiile ( ), urmă vor lua formele ~ ( ) acestea din Í d ' d I dt d qk ( ) rezultînd astfel, dacă sé tine seama și de relația ( ), următoarele expresii finale ale forțelor generalizate de inerție : Qï= — d dt V dqk dtf , (fc = l, , ,p) ¿Ok J ( ) § Ecuațiile și problemele dinamicii sistemelor de rigide l * Prezentarea ecuațiilor și problemelor dinamicii rigidului a fost precedată, în primul volum al acestei lucrări, de demonstrarea teoremelor fundamentale ale dinamicii, teoreme care își aveau originea în Dinamica sistemelor de rigide principiile fundamentale ale mecanicii clasice și care au furnizat, așa cum s-a văzut, și ecuațiile dinamicii rigidului întrucît și stabilirea ecuațiilor dinamicii sistemelor de rigide se va baza pe unele extinderi, la cazul sistemelor mecanice, ale teoremelor fundamentale din dinamica rigidului, este firesc deci ca și aici prezentarea acelor ecuații să fie precedete de demonstrarea teoremelor fundamentale ale dinamicii sistemelor mecanice De asemenea, ca și în dinamica rigidului, și în această parte a lucrării, expunerea ecuațiilor și problemelor dinamicii sistemelor de rigide va fi urmată de prezentarea ecuațiilor și problemelor staticii sistemelor mecanice, considerata și aici ca un caz particular al dinamicii Teoremele fundamentale ale dinamicii sistemelor mecanice ‘ Extinderea teoremelor fundamentale din dinamica rigidului în dinamica sistemelor de rigide sé va face pleeîndu-se, pentru fiecare din aceste teoreme, de la relațiile care le exprimă pentru un element considerat izolat din sistem —,;ținîndu-se seama însă, de astă data, și de termenii corespunzători solicitărilor interioare active și pasive — și însummdu-se apoi relațiile respective, scrise pentru toate elementele sistemului mecanic dat Scanned with CamScanner Teoremele torsorilor impulsurilor ° Forme ale teoremei impulsurilor * * M f І ? ' ■ Ì * i ' “ ■ * * *■ ■ i '' ■ a) Teorema, impulsului sub forma generală Considerînd un element oarecare, ($,), (i = , , , n), dintr-un sistem mecanic și țmind seama de precizările făcute mai sus, relația exprimînd teorema impulsului sub forma generală corespunzătoare acestui element va apare acum sub forma cu semnificațiile cunoscute din paragraful precedent pentru diverșii ьегтеш ai relației Cinematica dinamica sistemelor de rigide însumarea, membru cu membru, a acestor relații scrise pentru toate elementele sistemului mecanic, conduce la egalitatea Scanned with CamScanne n » — « — » — Σ Jfi — У ^rrta - ¿ " Σ ^fn,a¡ " *^ ( ) îse Cinematicii ( JT) = У (Χ„α) + r (>^) ( ) Dinamica sistemelor de rigide Scanned with CamScannei această relație exprimînd teorema torsorului impulsurilor în mișcarea față de reperul fix a unui sistem mecanic, cu următoarea formulare : „Derivata în raport cu timpul a torsorului într-un pol fix al impulsurilor unui sistem mecanic este egală cu torsorul rezultant, în același pol fix, al tuturor solicitărilor exterioare, active și pasive, la care este supus întregul sistem mecanic” b) Teorema torsorului impulsurilor în raport cu centrul de masă al sistemului mecanic în baza aceleiași convenții de aplicare a operatorului de derivare în raport cu timpul și relațiile ( ) și( ) vor putea fi înglobate în una singură, sub forma I >c(^) = ( ? ) I ( ) ' ■ — ■ — ■ ■ această relație exprimînd acum teorema torsorului impulsurilor în raport cu centrul de masă a„ unui sistem mecanic, cu următoarea formulare : „Derivata în raport cu timpul a torsorului impulsurilor unui sistem mecanic, considerat în centrul de masă al sistemului, este egală cu torsorul rezultant în acel centru de masă al tuturor solicitărilor exterioare, active și pasive, la care este supus întregul sistem mecanic” c) Legea generală de conservare a mișcării unui sistem mecanic în cazul cînd intr-un interval de timp [tfl, t] — obișnuit cu t — — sînt satisfăcute condițiile ^exta + ^'ztp = θ Í Ξ θ, ( ) cele două relații care exprimă legile do conservare a mișcării mecanice — relația ( ) exprimînd legea de conservare a impulsului și relația ( ) exprimînd legea dc conservare a momentului cinetic— pot fi înglobate, de asemenea, într-una singură, sub forma ^(^Г) = (JTU) ( ) aceasta ultimă relație exprimînd legea generala de conservare a mișcării unui sistem mecanic, cu următoarea formulare : „Mișcarea unui sistem mecanic, supus unui sistem de solicitări exterioare, active și pasive, echivalent cu zero, se efectuează astfel osa Cinematica șl dinamica sistemelor de rigide incit componentele farsorului, într-un pol fix, al impulsurilor sistemului mecanic ritmili constante” întrucît echivalența cu zero a unui sistem de solicitări este, așa cum se știe din teoria vectorilor alunecători, independentă de pol, rezultă imediat, ca o consecință a condițiilor ( ), și condițiile ^txta * ^exip — θ ; " = θ> ( ) care asigură valabilitatea legilor de conservare a mișcării unui sistem - mecanic sub formele ( ) și ( ) ; în consecință, și aceste ultime două relații vor putea fi înglobate în una singură, sub forma I ( ?) = (Ж°) I , ( ) care permite o nouă formulare a legii de conservare a mișcării unui sistem mecanic : ,,Un sistem mecanic, supus unui sistem de solicitări exterioare, active și pasive, echivalent cu zero, se mișcă astfel incit centrul său de masă se deplasează rectiliniu și uniform, sau ramine în stare de repaos — după cum în momentul aplicării solicitărilor exterioare viteza sa este diferită de zero, sau egală cu zero —, iar momentul cinetic corespunzător mișcării relative a sistemului mecanic în junii centrului său de masă ramine constant” Teoremele energiei în dinamica sistemelor mecanice °· torme ale teoremei energiei corespunzătoare mișcării absolute a unui sistem Scanned with CamScanner a) Teorema energiei sub forma (jenerală Ca și în cazul celorlalte teoreme, se va pleca și aici de la relația exprimînd teorema energiei șub forma generală, scrisă pentru un element (S() considerat complet izolat din sistemul mecanic, această relație avînd forma + », , (Í = , , «) ( ) • H i Pi Dinamica de rigide Însumînd aceste relații scrise pentru toate elementele unni sistem mecanic, se obține egalitatea Scanned with CamScannei я , и « η η Σ *‘ = Σ + Σ + Σ + Σ - « »- І- * cn următoarele semnificații pentru diversele grupuri de termeni : ” · * d d ( n \ d - · Σ - Σ ertp + Pintp = &P ( ) și relația ( ) se scrie sub forma L£x£a±£pJ , ( ) subînțelegîndu-se însă și acum că trebuie luate în considerație atît solicitările exterioare, cît și cele interioare b) Teorema energiei sub forma diferențiată Prin înmulțirea relației ( ) cu di și ținînd seama și de relația de definiție a lucrului mecanic elementar, se obține egalitatea di? = ^xta - + â^in,a - d^(w> = d^w + = — - MȚ - d&ț, I’ ( ) Dinamica sistemelor de rigide care exprimă teorema energiei sub forma diferențială în dinamica sistemelor mecanice, cu următoarea formulare: „Diferențiala energiei cinetice a unui sistem mecanic este egală cu suma lucrurilor mecanice elementare efectuate de toate solicitările exterioare și interioare, active și pasive, la care este supus sistemul mecanic considerat” c) Teorema variației finite a energiei cinetice Prin integrarea relației ( ) in intervalul de timp de la un moment inițial t — obișnuit t = —, pînă la un moment final t, interval în care energia cinetică a sistemului mecanic variază de la valoarea inițială la valoarea finală <>, se obține relația ( ) Scanned with CamScanne care exprimă teorema variației finite a energiei cinetice în dinamica sistemelor mecanice, cu următoarea formulare : „Variația energiei cinetice a unui sistem mecanic într-un interval oarecare de timp este egală cu suma lucrurilor mecanice efectuate în acel interval de timp de toate solicitările exterioare și interioare, active și pasive, la care este supus sistemul mecanic considerat” Se face și aici precizarea că această relație va putea fi utilizată în rezolvarea problemelor de dinamica sistemelor mecanice numai în cazurile cînd pot fi calculate lucrurile mecanice ale solicitărilor pasive aplicate sistemului mecanic fără a se cunoaște, dinainte, ecuațiile finite ale mișcării sistemului mecanic ° Teorema energiei corespunzătoare mișcării relative a sistemului mecanic in raport cu centrul său de masă Observind, pe de o paite, că în baza relației ( ) poate fi scrisa următoarea expresie pentru derivata în raport cu timpul a energiei cinetice a unui sistem mecanic : ¿ = Mvc vc + ¿c = vc(Mvc) + ( ) $'β Cincnifltícd și dinainìca sistemcloi' de rigide și· cã, pe de altă parte, pentru puterile mecanice ale solicitărilor exterioare și interioare pot fi scrise, în baza relațiilor ( ) și ( ), expresiile » ··,· = J] ' n·/, ^a( Η- = Σ [*^«**( )+^βίΐα ω(Γ]« Í- » = i r Scanned with CamScanner = Σ \ ) + ^е«с ( ω»Γ ] = ‘ : · ·’ ì J ■■ ■ ί HM unde^r/a = &exla +^tv și ^intT = ^inta + ^int„ reprezintă puterile mecanice ale solicitărilor exterioare și interioare, active și pasive, corespunzătoare mișcărilor relative ale elementelor sistemului mecanic față de reperul ( æ*ÿ*«*, se va putea scrie următoarea relație, echivalentă egalității ( ) : ®c (®«) -ь · , î?c [Jfăc «^еяв ^exip] ~ ¿’c — &iiitr + intr· ί' Este suficient acum să se țină seama de relația ( ), pentru a se ajunge astfel la relația finală · “ ' · ί ( ) Prin proiectarea primei dintre ecuațiile vectoriale ( ) pe axele reperului fix și a celei de-a doua ecuații vectoriale pe axele reperelor invariabil atașate elementelor ( f), se obține un număr total de n sisteme de ecuații scalare ale dinamicii sistemelor mecanice, scrise pentru elementele izolate din sistem, de forma· ■ Dinamica sistemelor de rigide j:, y , ’î * ( ) Scanned with CamScanner d dt Σ У Gl У Gl aG^ "Ь J f( = r ( x И f (^Gt У Gi ~ У Gì í»Oj) + J( φ Diversele forme ale ecuațiilor mecanicii, analitico, se stabilesc pe baza unor relații esprimimi anumite proprietăți generale ale mișcării sistemului, mecanic, relații care pot fi deduse plccîndu-se de la primele două forme alo ecuațiilor dinamicii sistemelor mecanice, stabilite în cadrul subpunctelor precedente ; acceptarea acestor relații ca axiome nedemonstrabile poate conduce, folosind o calc inversă de demonstrație, la obținerea uncia sau a alteia din primele două forme ale ecuațiilor dinamicii sistemelor mecanice, și deci, indirect, la concluzia valabilității principiilor newtonicne ale mecanicii cla,șice, care au stat la baza procedeului de stabilire a ecuațiilor dinamicii rigidului Din acest, motiv, relațiile pe baza cărora se stabilesc diversele forme ale ecuațiilor mecanicii analitice și care vor fi deduse în continuare plecîndu-se de la formele ( și ale ecuațiilor dinamicii sistemelor de rigide, au primit nuțnele de principiile mecanicii analitice , ,t , » · * - ъ· · T , Io , Principiile variaționale: ale mecanicii analitice Procedeul obișnuit de a stabili proprietățile generale ale mișcării unui sistem mecanic constă in compararea mișcării reale a sistemului cu o mișcare imaginară cinematic posibilă — adică, permisă de legăturile pasive, exterioare și interioare, aplicate elementelor sistemului — , foarte apropiată de mișcarea reală și care va fi numită, în continuare, mișcare variată a sistemului mecanic considerat în funcție de modul de concepere a mișcării variate, pot fi puse în evidență, prin o asemenea comparare, diverse proprietăți ale mișcării reale a unui sistem mecanic exprimate prin relații varia-ționale, adică: prin relații care exprimă condiții, de staționaritate (existența unor extreme, sau a unor variații, fără schimbare de semn) ale unor mărimi mecanice ce caracterizează mișcarea sistemului mecanic studiat ; din acest motiv, relațiile respective au primit denumirea de principiilie vanaționale ale mecanicii analitice O asemenea mișcare variată poate fi obțimltă prin modificarea convenabilă a funcțiilor de timp prin care sînt exprimați parametrii lagrangeieni dë poziție ai uhui sistem mecanic — considerat, ca de obicei în această lucraré, olonom —, adică a funcțiilor ' ■* Г ;’ ■■ ; ‘ ’ ■’ ■ Í ■ „ ’ - î · • ; ‘ ~ г (j = , , , p), ;; Ô ) Scanned with CamScanner зм Cinematica íf dinamica sistemelor de rigide imaginindn-se im sistem de creșteri foarte miei ale acestora, permise de legăturile pasive apleate elementelor sistemului mecanic și purtînd numele de variații ale paramótrilor lagrangeieni de poziție Aceste variații pot fi concepute în următoarele două moduri distincte : — Variații definite la un moment oarecare al mișcării, in care caz se pun în evidență proprietăți ale mișcării reale a sistemului mecanic corespunzătoare numai unor momente sau numai unor intervale foarte mici de timp ; datorită faptului că relațiile care exprimă aceste proprietăți se prezintă sub forma de condiții de staționari-tate — sau posibile de interpretat ca atare — a unor funcții simple definite pe un domeniu determinat de variație a parametrilor de poziție lagrangeieni sau a unor mărimi mecanice cu un sens fizic bine precizat, aceste relații au primit denumirea de principiile varia-ț ic naie diferențiale cile mecanicii analitice — Variații definite pe im interval finit de timp, [t , tj], pentru care se evidențiază și proprietățile mișcării reale a sistemului mecanic; deoarece în aceasta ultimă situație relațiile care exprimă proprietățile mișcării reale reprezintă condiții de staționaritate a unor funcții de forma S = \ ; q ; t) dt, ( ) ^ numite funționale și care depind de întreaga variație în intervalul de timp [ίθ, ij, a funcției q ; t), ele au primit numele de principiile variaționale integrale ale mecanicii analitice în continuare, vor fi stabilite diversele forme de prezentare a celor două clase de principii variaționale ale mecanicii analitice a) Principiile variaționale diferențiale ale mecanicii analitice Variații izocrone (sincrone) ale parametrilor lagrangeieni de poziție Considerînd mișcarea sistemului mecanic definită la un moment oarecare t prin ecuațiile ( ), fiecărei din aceste ecuații îi va corespunde, prin reprezentare grafică în intervalul de timp în caro se studiază mișcarea sistemului mecanic, o curbă ( \), valorii ί a argumentului corespun-zmdu-i pe curbă un punct QJW (fig ) In afara acestei mișcări reale a sistemului mecanic se poate concepe și o mișcare variată a lui, efectuată în următoarele două Scanned with CamScanner Dinamica, sistemelor de Țjgide ‘ condiții : — este compatibilă cu legăturile pasive aplicate sistemului mecanic, ultimele considerate staționare iu mișcarea variată ; — este provocată de variații instantanee, în fiecare moment t e [i , ij], ale parametrilor de poziție și ale parametrilor cinematici ai elementelor sistemului mecanic Scanned with CamScanner Л; t i i+ t, i Fig O asemenea mișcare variată va fi definită prin ecuațiile #* ( = j«) + адо, Ü = , , , p) ( ) cu variațiile avînd modulii foarte mici și considerate funcții continue de timp și cel puțin odată derivabile în raport cu timpul în intervalul de timp considerat, pentru ca mișcarea variată să aibă loc în fiecare moment al intervalului ; acestei mișcări variate îi va corespunde, în graficul din fig , curba ( Г*Д iar momentului t îi va corespunde pe această din urmă curbă un punct Q*(i) Variațiile definite mai sus ale parametrilor de poziție lagrangeieni, caracterizate prin faptul că variabila independentă t este aceeași și în funcțiile q}(t) și în funcțiile q¿t), ceea ce se reflectă în graficul din fig prin situarea punctelor Q}U} și φ*ω corespunzătoare unui moment i, pe aceeași paralelă la axa ordonatelor, au :jlG Cinematica $t dinamica sistemelor de rigide primit denumirea de variații izocrone, sau sincrone, denumire justificata de observația că aceste variații trebuie considerate ca producîn-du-se instantaneu la momentul t, deci independent de variația timpului Se va demonstra, în continuare, că în cazul acestor variații izocrone este valabilă proprietatea de comutativitate a operatorilor d și — primul definind o variație elementară provocată de variația dt a argumentului t, iar al doilea definind o variație elementară independentă de timp — atunci cînd sînt aplicați succesiv funcțiilor Pentru aceasta, se vor retranscrie relațiile ( ) sub forma • / - a ’ g* - g, = q(, ( ) derivîndu-se apoi aceste relații în raport cu timpul ; pe de o parte, vor rezulta egalitățile " ( * - ) = W), (j == i, , -,p) ( ) cai^eonfirmă âtirmațiii făcută privind comntativitatea operatorilor Scanned with CamScanner Dinamica sistemelor de ripide ' Este ușor do înțeles cil această comutativitate se va păstra și la derivatele do ordin superior în raport cu timpul ale parametrilor lagrangeieni de poziție, adică vor fi valabile și relațiile ~W = S '?' ( = , , ( ) dtn \ dt* J ç/’ reprezentînd derivata de ordinul h a funcției q}(t) Considerimi acum variația izocronă la momentul (i + di) a funcției reprezentată în graficul din fig prin segmentul ζ?*/+(ΐΐ) ? ea va fi data de relația • ■ * ■■ % ■ : V ■ qj(t + dt) = qf (t + dt) - q¿t + dt) ( ) Dezvoltînd în serii Taylor funcțiile q*(t -f- di) și q}(t di) în jurul valorilor corespunzătoare momentului /, adică qf(t+ di) = q*(t) + f A tf'W w=»l ·» ■? și q(l + di) = î,(i) + J J-, i?'(di)“ h !, ί vor rezulta următoarele expresii pentru variațiile izocrone ale parametrilor lagrangeieni de poziție la momentul (/ + di) : Sj(i + di) = [j?(i) - ■?,( (ί) = адл>, •? ;·'· (j = l, , ,p) Scanned with CamScanne J Cinematica și dinamica sistemelor de rigide mai rezultă relațiile Sț,(i + Λ) = + Σ Λ W'W- ( ) л-ι Λ ! Variațiilor izocrone ale parametrilor lagrangeieni de poziție le vor corespunde variații izocrone ale parametrilor de poziție obișnuiți, variabili în timp, ai elementelor sistemului mecanic Considerind, in continuare, pentru simplificarea calculelor, numai cazul cel mai des întilnit în aplicațiile tehnice, al sistemelor mecanice cu elementele executînd rotații în jurul axelo r centrale de inerție ^, de direcții fixe în spațiu (ψ( = f s ; KGt =Jí¿>¡ = JívJcí), aceste variații vor avea expresiile Scanned with CamScanner δ τσ î + + ^ k) dt = ( i'cOi î - ÿa{J + ¿cf &) — ■· = (¿qí Г ~ y Gì Ή ¿ G{ к) dt = ñvG dt ; ( ) ( δφΐ ' fcí ) dt = (δφ, k¡) dt = δ(φ( kí) dt =■- ω, dt (í = , , ;,n) vor reprezenta variațiile izocrone la momentul t ale parametrilor cinematici de ordinul întîi ai elementelor sistemului mecanic; — termenii corespunzători valorii h = din suma din membrul drept al relațiilor ( ), adică + ^; + Sl?i (di) = = [ ^g,· î + ÿGf J - δ z к] (dt) ь= = — δ[»σ ï + ÿC( j - '¿gì Λ] (dt) = — δ «Gj (dt) ; ( ) i [&p¡»t¡] (dty= y [ $, ÍJ] (ity = - " O * j-λ = І [т,И] л (* == ql, , ,n) rtprezintă variațiile izocrone ale parametrilor cinematici de ordinul doi ai elementelor sistemului mecanic; — termenii de ordin superior valorii h ~ din suma din mem- Scanned with CamScanner - C, Dina ni ica sistemelor de rigide brui drept al relațiilor ( ), soriși sub forinolo A [S vg> ί + Sjgl J + «a» к] (di)* = й ! = A «[ g» t+, 'i у+ 'i I] (di)· = A sa^-» (di)* ; Α[δφ,ί» sa ( í¡] w = Aw Λ! hi (i — , , · · ·} h) ( ) vor reprezenta variațiile izocrone la· momentul ί ale mărimilor ■ ■· ■ ■ «ι?- ’ = ¿ *° î + y£“!) + (a?c î + yG - zG A) ; ( ілэ dr ( ) numite, în literatura de specialitate, parametri cinematici de ordi n superior ai elementelor sistemului mecanic și anume, aoeelerații de translații de ordinul (h — }, respectiv accelerații unghiulare de ordiniti (h — ) , Avînd în vedere semnificațiile ( ), ( ), ( ), ( ) și ( ) ale diverselor grupuri de termeni din membrul drept al relațiilor ( ), acestea din urmă vor putea fi scrise sub formele â'G,· (t · dt} = Sr^jj + dt S = o (£ = , n) pentru care relațiile ( ) iau formele ' ■ * '' : ·, i — ( ) δσ ãgj = ; δσ,· είΛ> = , (Л= , , ,) (¿ = , , , η) în baza cărora relațiile ( ) vor lua formele δσ î*Gf (¿H- — — Sg aG (di) ; ( ) δσ ί (ί + dt) = —- O ε, (di) ; (i = , , , w) — Mișcare variată isocrona de tip Mangeron, imaginată ca fiind provocată numai prin variațiile izocrone ale accelerațiilor de trans Cinematica și dinamica sistemelor de rigide ЗДД lație și ale accelerațiilor unghiulare de un anumit ordin superior lui , (fc > ), operatorul acestui tip dc variație izocronă, notat cu simbolul δΛΟ satisfăcînd condițiile Scanned with CamScanner — θ ? = θ; ( ) — θ ; = (Λ= , , , к-l, fc-j-l, ) ®G· = θ δΑ/ ε«Λ> = , (ί s ί, , , «) în baza cărora relațiile ( ) vor lua formele : S“?o‘( (й«)й+І, (· = , , ( ) • } «) : : (Ϊ ? ■ # e Diverselor tipuri, menționate mai sus, de mișcări variate izocrone le vor corespunde, așa cum se va vedea în continuare, forme specifice ale principiilor variaționale diferențiale ale mecanicii analitice Relația variațională diferențială generală a mecanicii analitice Notînd cu &a și e>ilec componentele torsorului rezultant în centrul de masă Gt al tuturor solicitărilor active, exterioare și interioare, care acționează asupra elementului (Sf) al unui sistem mecanic în mișcare — în categoria acestor solicitări considerîndu-se acum și componentele perturbatoare ale solicitărilor de amortizare exterioare, care, așa cum s-a mai spus și cu un alt prilej, joacă rolul de solicitări active de excitație —, cu și componentele torsorului rezultant în centrul de masă G¡ al tuturor solicitărilor disipative, exterioare și interioare, la care este supus elementul (£() — în categoria lor intrînd deci solicitările datorate rezistențelor mediului, componentele disipative ale rezistențelor de amortizare exterioară, cele datorate rezistențelor de amortizare Dinamica sistemelor de rigide interioară, precum și cele detorate frecărilor, considerate însă cunoscute, din legăturile pasive, exterioare și interioare, aplicate elementului ( ), * ’d !d f *d *( componentele farsorului rezultant în polul Gt al tuturor componentelor ideale ale solicitărilor de reacțiune ale legăturilor pasive, exteri-rioare și interioare, aplicate elementului (St), ecuațiile ( ) de echilibru dinamic ale lui d’Alembert, scrise pentru elementul (Я«) al sistemului mecanic vor putea fi prezentate acum sub forma : к J ( · ЛГ) όΐ’· ;/ ^ai + ^di + = ; ^eG “^ lc ''^'GÎ ~ ®^G (-Вц) = ( ) Scriind ecuațiile precedente pentru toate elementele sistemului mecanic, (¿ = , , ,») și considerînd o mișcare variată izocronă a sistemului mecanic concepută în sensul cel mai larg, cu variațiile izocrone ale parametrilor de poziție definite, în intervalul de timp dt, prin relațiile ( ), se vor înmulți primele dintre ecuațiile ( ), scalar, cu deplasările virtuale izocrone la translație rGi(t + dt), iar cea de-a doua serie de ecuații ( ) cu deplasările virtuale izocrone la rotație δθί (t + di), însumînd toate aceste relații astfel înmulțite și grupînd convenabil termenii, care vor reprezenta acum lucruri mecanice virtuale, se obține relația « — ■— n Σ $М«+Й() + Жас ©/(t -dt)] -¿ [^ rei(t+dt) - óí ; s L:i Cinernatica și dinamica sistemelor de rigide Avînd în vedere condițiile în care an fost definite variațiile izocrone SrCi(t+di) și δώ (ί + di) — ele sînt compatibile cn legăturile pasive aplicate elementelor sistemului mecanic și aceste legături sînt considerate staționare —, rezultă, ca și în cazul sistemelor de deplasări virtuale compatibile cu legăturile definite în mod obișnuit, valabilitatea condiției Σ S 'c, (« + dt} + Жо> (B,d ) , (t+ di) = , ( ) Іиі ■ - ■ JÍ u ' ¿ * ' « * * - * ' * Í ' “ j - în baza-căreia relația ( ) va lua forma Scanned with CamScanner Σ δι\ (í+dlJ + íX, δθ, (¡ + ( ¡ δ>\ (i+dt)+ tcal trai + + dí)] + Σ Í-^í SrCf (ί + di) δθ((ί + di)] = ( ) ч :î * ’· · '/ іЧм·' '*·:» ί · , reprezentând relația rariațională diferențială generală a mecanicii analitice încadrarea ultimei relații în categoria relațiilor variaționale ale fizicii poate fi justificată prin aceea că ea poate fi interpretată ca exprimînd condiția că la trecerea de la mișcarea reală la o mișcare variată izocronă generală lucrul mecanic al solicitărilor active, disipative și de inerție corespunzătoare întregului sistem mecanic nu-și schimbă semnul, deci ca exprimînd o condiție de staționaritate în cazul sistemelor mecanice constituite numai din elemente asimilabile cu puncte materiale, (c)HaG = еЯІйс = ), relația ( ) va lua forma - Σ L·^ · + + -Ш r β δ£ ί ] + *-ι ( ) Scanned with CamScanner Cinematica $i dinamica sistemelor de rigide se va mai putea scrie relația ( ) sub forma Scanned with CamScanne δ + δ + δ & = , ( ) care va exprima principiul d'Alembert-Lagrange, cunoscut in literatura de specialitate și sub denumirile de principiul deplasărilor virtuale sau principiul lucrului mecanic virtual Relația ( ) exprimă următoarea proprietate generală a mișcării unui sistem mecanic : „în mișcarea variată izocronă de tip Lagrange a unui sistem mecanic, surna lucrurilor mecanice virtuale ale solicitărilor active, ale solicitărilor disipative — considerate cunoscute — și ale solicitărilor de inerție corespunzătoare întregului sistem mecanic, este în permanență egală cu zero’ Întrucît această proprietate este valabilă pentru fiecare moment al intervalului finit de timp in care se studiază mișcarea unui sistem mecanic, ea poate fi interpretată ca exprimînd condiția ca la trecerea de la mișcarea reală la o mișcare variată sincronă de tip Lagrange suma lucrurilor mecanice corespunzătoare solicitărilor active, disipative și de inerție să nu-și schimbe semnul, deci, în ultimă instanță, ca o condiție de staționaritate Interpretarea precedentă permite încadrarea și a principiului d’Alembert-Lagrange în categoria principiilor variaționale diferențiale ale mecanicii, deși trebuie menționat faptul că mulți autori de tratate de mecanică, care se bucură de mare prestigiu științific, contestă apartenența acestui principiu la principiile variaționale — Principiul lui Jourdin Corespunzînd unei mișcări variate izocrone de tip Jourdin, pentru care variațiile izocrone’ SfCi(t + di) și δθί (t + dt) au formele ( ), acest principiu va fi exprimat prin o relație care va rezulta din relația generală ( ) în urma înlocuirilor menționate mai sus, obținîndu-se astfel, după simplificarea prin dt, următoarea relație particulară, corespunzătoare acestui tip de mișcare variată ; + Σ PH δ/ nOi сЖ-Jj ^ ω(] == «-i * ( ) ззо Dinamica sistemelor ¿le ripíele Relația precedentă este susceptibilă de o interpretare fizică concretă în cazul sistemelor mecanice care satisfac următoarele con-dițiuni : — solicitările active aplicate elementelor sistemului mecanic nu depind decît de parametrii de poziție ai sistemului mecanic și eventual și de timp (de ex , cazul unui sistem mecanic căruia îi sînt aplicate numai solicitări conservative și de excitație) ; — solicitările disipative la care sînt supuse elementele sistemului mecanic nu depind de parametrii cinematici de ordinul întîi ai elementelor sistemului (de ex , cazul sistemelor mecanice la care solicitările disipative se reduc numai la solicitările de frecare, considerate constante, din cuplele cinematice) Se înțelege că în aceste condiții variațiile de tip Jourdin alo solicitărilor active și disipative vor fi egale cu zero, adică vor avea loc egalitățile = ; ^eCj = MrtC( = ^rf ( = ( ) V‘,'h >’'■· (»■= ·, ( ) ' · « L j ’ ; , t » = Ì Σ + ^Ld “il b‘=l — j ^dt ( ) unde &a și g>ă vor reprezenta puterile mecanice ale solicitărilor ae-me^ anic^eC^ V ^'s*®a^ve» care acționează asupra întregului sistem Cinematica di mi ni ί eu sisteme lor d e rjflide Do asemenea, avînd in vedere condițiile ( ) și ținînd seama și de ipotezele de lucru adoptate ( Χ''β| - «/ · · -t? \ -:ч r ni ■ buí i - íJ = Sj j¿ (Zi vCi+ ■- ♦ * > :* = i Í ** ’ I ' \ ’ ’ Л ‘ = SG ^d = G Ș О, ( ) ί=ι care justifică caracterul de minimum al lui Z pentru mișcarea reală a sistemului mecanic Se poate da deci următoarea interpretare principiului Gauss-Hertz : „Constrîngerea unui sistem mecanic corespunzătoare mișcării lui reale are valoare minimă față de constrângerile corespunzătoare oricărei mișcări variate izocrone de tip Gauss” Principiului lui Gauss i se poate da, așa cum s-a mai spus, și o interpretare geometrică, aparținînd lui Hertz, interpretare care va fi dată mai jos pentru un sistem mecanic îndeplinind următoarele condiții : — sistemul este alcătuit dintr-un singur element, care execută o mișcare spațială cu axa de rotație Gz' de direcție fixă în spațiu și coincizînd cu una din axele centrale de inerție, ipoteză care permite să se scrie relația = « ω ; ( ) — solicitările active aplicate rigidului formează un sistem echivalent cu zero, adică sînt valabile condițiile ΛΞ ; Ж ) care, prin dezvoltări în serii Taylor în jurul valorilor corespunzătoare momentului t și prin reținerea, în aceste dezvoltări, numai a primilor doi termeni — reținere justificată de ordinul de mărime al variației Δί —, mai pot fi scrise sub formele Í* (O = tâ ( + g* Δί, ( ) '·■ — ■ ■ -*· - - ■ - J (; = , , ,p) cu x f ‘· í: ■ : Í* ( = iXO + · ïr X ! 'tXh· ' > ; ; , * ) j t \ i * г , ț · · * · · = ( ) k ■ j " Ί t и j ■ ■ f X , ■, i ; (Í = , , ■■ I-· unde Sq, sînt variațiile izocrone' alo vitezelor generalizate Cîncntatïcfl și dinamica sistemelor de rigide Variațiile neizocrone ale parametrilor lagrangeieni de poziție vor fi definite prin relațiile Scanned with CamScanner Afc = ), expresiile lor finale, obținute prin considerarea și a relațiilor ( ) și ( ) avînd deci, în cachili aproximațiilor permise de ordinul de mărime al variațiilor Δί și q}, formele : Δ^ = (fr+ q} Δί + q} Δί « q} + «/¿Δί ( ) (j =, , , și satisfacînd, în baza relațiilor ( ) și ( G ), condițiile (ί ) = Δ#, (ij) = ; (} = , , , jo) ( ) Mișcării variate neizocrone îi va corespunde, în reprezentarea grafică q* = q^(i') din fig , curba (Γ* ), avînd comune punctele Qio Și Qiv figura scoțînd în evidență, cu aproximațiile obișnuite în analiza matematică, și semnificațiile geometrice ale celor doi termeni ai variațiilor neizocrone : q} și q/Δί; din figură se mai observă că punctului Q}ai de pe curba reală îi va corespunde punctul (?* ), sau încă, ținînd seama și de relațiile ( ), mai rezultă " *Ί Aq} = - qf — q} -|- Aq} -/ qt ~~~ Δί, (}== , , at di ' J di ···,!>) ( ) Dinamica sistemelor de rigide Este suficient acum să se observe cã în baza relației ( ) termenul din paranteza patrată din membrul drept al egalităților ( ) are valoarea zero, pentru ca să se obțină astfel următoarea relație ilustrînd modul de aplicare succesivă a operatorilor d și Δ : După cum se observă, operatorii d și Δ nu mai prezintă proprietatea de comutativitate la aplicarea succesivă a lor la funcțiile Pentru Δί = , variațiile neizocrone devin, așa cum rezultă și din relațiile ( ), variații izocrone (Δ = δ) și egalitățile ( ) se reduc și ele la formulele ( ) Considerînd și acuma, pentru simplificarea prezentării problemelor, numai cazul sistemelor mecanice cu elementele execut înd rotații în jurul axelor de direcții fixe în spațiu și coincizînd cu axe centrale de inerție ale elementelor — caz care așa cum s-a mai spus și cu alt prilej, prezintă, de altfel, și cel mai mare interes pentru aplicațiile tehnice — se va observa că variațiilor neizocrone ale parametrilor lagrangeieni le vor corespunde variații neizocrone ale parametr-lor de poziție ai elementelor sistemului — cu unghiurile lui Euler reduse, în ipoteza de lucru adoptată, numai la unghiul de rotație proprie — variații avînd expresiile P dX i = Σ Affi- dxa — Δί; di Δ·"“=£ dt Δί, dt Cinemalica și dinamica șișțemelor de rigide și deci la un sistem de deplasări elementare neisocrone la translație și rotație, definite prin relațiile ț t ' ·\ /- ^G: Δί· = Δ;ΐ> î + kyr + Δ?β ί = V &q t Η Δί ; β g π jGiJ ί g ¿¿д и dt Scanned with CamScanner Р nfí йА· ΔΘ, = Δφ, ί; = У Δ& + -F Δ! ; ( ) χ "ι dqk ot ■ ' ■ ÍX! ’’ r ·*Κ f ' υΐ'π , r- *; ■- · ■ ; (ï = , , ,n) cu semnificațiile cunoscute pentru mărimile și —- ’ ^qk dt în baza relațiilor ( ) și ( ), aceste deplasări elementare neizocronc satisfac și ele condițiile Arc (i ) = Л С (ii) = f ΔΘ · Jj · : ) ■ (O '■ ■·· r ' :-·=' ί'* = ί + di + Δ(ί + di) = t + di + Δί + A(di) ’ ¿ Ь ; ■ i ï \ : ; ib : ■>’ Compararea acestor două expresii ale timpului t'* conduce la concluzia ■ ; " d(Ai) = A(di), ( ) care confirmă afirmația făcută privind permutabilitatea operatorilor d și Δ, atunci cînd sînt aplicați timpului t E e ați a v a r i a ț i o n a ă i n t e g r a ă: g e n e r a ă a mecanicii analitice Revenind la ecuațiile de echilibru dinamic ale lui d’Alembert scrise sub forma ( ), înmulțind, sca- Scanned with CamScanner Piixnnii'o sisfi’inrlfff Да rigide ■ ‘ !И Scanned with CamScanne hn\ prima dintre aveste ecuații cu deplasarea elementară neizocronă la translație Ar»; și pe cea de-a doua ecuație cu deplasarea elementară ueixoeivnă la rotație Ât\, insumind apoi toate aceste relații astfel înmulțite — ai eăixn* termeni vor reprezenta acum lucruri mecanice elementare — scrise pentru toate elementele sistemului mecanic și integrimi in fine, relația astfel obținută, multiplicată în prealabil cu dt in intervalul de timp [tc, tj, se obține egalitatea : Ținind seama de expresiile componentelor torsorilor în centrele de masă G¡ ai solicitărilor de inerție ale elementelor sistemului mecanic considerat = — Jf ,· ; ЯЦ = — X’Oi), expresia de sub semnul celei de-a doua integrale din membrul sting al relației ( ) va putea fi scrisă sub forma V -ή- [Ж,· ArCj + Jfс^ДѲ*] — ‘- i=l d í dt I — — Ì ” Г — d — d — Σ [Χ,ΔτΟ( + Λ-σ,ΔΘ,] + Σ ·*■ шл '■·' ?» d y »,»> - = ^ +U = - (î;î) = £(q-, q;t) ( ) ■ purtînd numele de funcția lui Lagrange, sau încă cel de potențial cinetic, se mai poate scrie Hi l £dt= ( ) ** Scanned with CamScanner Cum variațiile definite prin operatorul sînt izocrone și deci acest operator nu se aplică timpului, relația ( ) va mai putea fi scrisă sub forma Λ M £ di = , , ^ ( ) care reprezintă condiția de staționaritate, în interval finit de timp Uo, ' ’ - : * « — — Σ ϊ^ Δ + Δθ dt = Л, л, h=i * J = ('■ ¿ [^,+/,, ,], ( ) •Ч|і= ultima purtînd numele de acțiunea lagrangiană a sistemului mecanic scleronom considerat Relația ( ) exprimă principali lui Euler — Lagrange, căruia i se poate da următoarea formulare : „Mișcarea reală a unui sistem mecanic olonom scleronom se caracterizează prin aceea că face staționară acțiunea lagrangeiană a sistemului la trecerea la o mișcare variată neizocronă izoenergetică” ° Forme ale ecuațiilor mecanicii analitice în aplicațiile tehnice sînt folosite, obișnuit, mănătoarele form e principale ale ecuațiilor mecanicii analitice a sistemelor olonome : a) Ecuațiile lui Lagrange de specia a doua Aceste ecuații pot fi obținute plecîndu-se de la oricare din formele principiilor variațio- IHnamica sistemelor de rigide «> naie ale mecanicii analitice, prezentate în cadrul subpunctuhii al acestui paragraf Din motive de economie in expunere se preferă obișnuit stabilirea lor plecindu-se de la principiul variațional diferențial d?Alembert-Lagrange, adică de la relația δ^« + δ^ + =¿ , ( ) Scanned with CamScanner în care cele trei lucruri mecanice virtuale vor fi date de relațiile s-s? = Σ^Λ* = = - - S k“l ( ) unde u - ■ и* · - L J = + ^ = - - ···>?) ( ) sînt forțele generalizate active, + %Ш ' AГ *>* -’»> sînt forțele generalizate disipative, iar sînt forțele generalizate de inerție corespunzătoare gradului de liber -tate fc > Ținînd seama de relațiile ( ) și ( ), ecuația generală ( ) a dinamicii sistemelor mecanice va mai putea fi scrisă acum sub forma ( ) Cinematica și dinamicn sisteme lor de rigide Cum coordonatele generalizate — și deci și deplasările virtuale generalizate — sînt, în cazul sistemelor mecanice olonome, independente între ele, fiecare puțind lua valori arbitrare, relația precedentă va fi satisfăcută numai în condițiile anulării tuturor coeficienților deplasărilor virtuale generalizate, rezultînd de aici următorul sistem do ecuații : Scanned with CamScanner d di ’ UflJ t (fc = , , ( ) cunoscute în literatura de specialitate sub denumirea de ecuațiile lui Lagrange de specia a doua în situațiile cînd toate solicitările disipative vor putea fi neglijate = ; = ; S?a S ; = ; i == , , , «, fc = l, , ,p) aceste ecuații vor lua formele dt \ dqt ) dq* a/e’ , , ,p) ele purtînd acum numele de ecuațiile lui Lagrange de specia a doua pen tru sisteme mecanice ideale Se va remarca că aceste ecuații nu mai conțin niciuna din reacțiunile necunoscute ale legăturilor pasive, exterioare și interioare, aplicate elementelor sistemului mecanic, din care motiv ele vor reprezenta chiar sistemul de ecuații diferențiale ale mișcării sistemului mecanic considerat în cazul unui sistem mecanic cu un singur grad de libertate (^ = ; îl = Spj t) — qk (q; li; t) (fc = , , , p) ( ) Aceste p relații vor constitui prima serie de ecuații canonice Cea de-a doua serie de ecuații canonice este reprezentată chiar prin sistemul ( ) de ecuații Lagrange, care, în baza relațiilor ( ) ce definesc impulsurile generalizate, va mai putea fi' scris sub forma \ " Qak + Qaki (fc = , , ,p) · ( ) Celor două serii, stabilite mai sus, de ecuații canonice li se poate da o formă mult mai ușor de reținut, prin introducerea unei funcții de cele două sorii de variabile canonice, numită funcția caracteristică a lui Hamilton, definită prin relația > h= ¿ Μί- b i : ♦ ízate ale acestei funcții : y Ê£ ÎÈl Cinematica $j dinamica sistemelor de ripùle în ceca co privește succesiunea operațiilor ce vor trebui efectuate pentru rezolvarea problemei, ea va fi următoarea : Eliminarea, cu ajutorul unui număr de r==«-© ( ) Scanned with CamScannei dintre cele o ecuații scalare de mișcar e ale sistemului mecanic studiat, a celor r = + rint elemente scalare necunoscute din torsorii solicitărilor de reacțiune ale legăturilor pasive, exterioare și interioare, aplicate elementelor sistemului mecanic, obținîndu-se astfel un sistem de p ecuații diferențiale, dar conținînd un număr total de # = P + hnt ( - ) funcții necunoscute de timp, reprezentate prin cei N parametri de poziție variabili în timp ai sistemului mecanic — Exprimarea, în baza sistemului format din cele lint ecuații de legătură interioară, a tuturor celor ltnt parametri de poziție dependenti ai elementelor sistemului mecanic în funcție de cei P = ( ) parametri de poziție aleși ca parametri de poziție independenți ai sistemului mecanic, w,, (j = , , ,p) ; prin înlocuirea, apoi, a acestor expresii în sistemul de ecuații diferențiale obținut în etapa precedentă de lucru, se obține în cele din urmă sistemul âe ecuații diferențiale ale mișcării sistemului mecanic considerat, reprezentat printr-un număr de p ecuații diferențiale de ordinul doi în cele p funcții necunoscute de timp w} — w} (i), (j = , , , p), ~ Integrarea sistemului do ecuații diferențiale ale mișcării sistemului mecanic considerat și determinarea, cu ajutorul condițiilor inițiale, a celor p constante de integrare шпНпъГі Exprimarea, P° baza ecuațiilor de legătură interioară și a mrampírñ Л îSCr° “ Parametrilor do poziție independenți, a tuturor funcții ounoBCutePdeZtímpVOTlabÚ *“ tlmp * sistemului mecanic, ca Dinamica sistemelor de rigide — Determinarea, cu ajutorul celor r ecuații care au fost folosite la eliminarea reacțiunilor necunoscute ale legăturilor pasive aplicate elementelor sistemului mecanic și a acestor ultime necunoscute ale problemei Se face mențiunea că pentru a se evita operația de eliminarea reacțiunilor necunoscute ale legăturilor pasive, operație care poate fi, în multe cazuri, foarte migăloasă, se poate stabili direct sistemul de ecuații diferențiale ale mișcării sub forma ecuațiilor lui Lagrange de specia a doua, cu coordonatele generalizate coincizînd cu parametrii de poziție independenți ai sistemului mecanic și apoi, după integrarea acestui sistem și după determinarea și a parametrilor de poziție variabili în timp ai sistemului mecanic ca funcții cunoscute de timp, să se scrie ecuațiile de mișcare pentru elementele izolate ale sistemului, din care vor fi determinate reacțiunile necunoscute ale legăturilor pasive aplicate elementelor sistemului mecanic Cazul II : Se cere determinarea numai a ecuațiilor finite ale mișcării sistemului mecanic și a reacțiunilor legăturilor pasive exterioare aplicate elementelor sistemului mecanic, adică s' = p + rext e', să fie egal cu numărul total al necunoscutelor, reprezentate prin cele s' necunoscute cerate a fi determinate, precum și printr-un număr de г'ііЛ »-й+ Jl, A+l ft+J+ și J ft+ Ufc), deoarece în toate celelalte puncte de legătură interioară, atît activă, cît și pasivă, dintre elementele porțiunii considerate se regrupează perechile de solicitări interioare, doua cîte două direct opuse în consecință, notînd cu — Λ+* — Л+І Σ = Σ ^at ; Σ = Σ ( ) s я і=Л+ s « ,-" « sumele de solicitări interioare active din punctele de separație a porțiunii considerate de restul sistemului și cu h+l h+l Σ ^™ря = Σ > Σ = Σ ( ) « а і-Л+ s * iJft+l Pi Dinamica sistemelor de rigide súmelo do solicitări do reacțiune din punctele de legături interioară pasivă în care se face separația porțiunii de restul sistemului mecanic, rezultă următoarele forme finale pentru relațiile ( ) : h + l Scanned with CamScanne s i-h+\ h+i Ej ^мря — ’ s л ( ) Se observă că și de astă dată ecuațiile de echilibru se prezintă ca· și cum porțiunea formată din cele l elemente ar constitui un ansamblu rigid, solidificat, cu singura deosebire că acum trebuie luate în considerație și solicitările interioare, active și de legătură pasivă, dar numai din acele puncte de legătură în care se face separația porțiunii de restul sistemului mecanic Pe baza ultimelor concluzii poate fi formulată și — Teorema a doua a staticii sistemelor mecanice, numită încă, din motive ușor de înțeles din observațiile precedente, și teorema solidificara ,,în cazul unui sistem de rigide în echilibru pot fi scrise ecuații de echilibru atît pentru întregul sistem, considerat solidificat, ținîn-du-se seama în acest caz nUmai de torsorii solicitărilor exterioare, active și pasive, la care este supus sistemul, cît și pentru porțiuni complet izolate din sistem, considerate de asemenea solidificate, la torsorii solicitărilor exterioare, active și pasive, ce acționează asupra acestor porțiuni adăugîndu-li-se, în această din urmă situație, și tor-sorii solicitărilor interioare, active și pasive, dar numai din punctele de separație a porțiunilor respective de restul sistemului mecanic” O altă teoremă generală a staticii sistemelor mecanice va putea fi dedusă plecîndu-se de la principiul d’Alembert-Lagrange într-adevăr, în baza condițiilor ( ), care implică egalitatea cu zero a lucrului mecanic virtual al solicitărilor de inerție ale sistemului mecanic, ecuația generală ( ) a dinamicii și relația ( ) exprimînd principiul deplasărilor virtuale, vor lua formele particulare n n ■ ■ І Σ ^Lfa¡+» ЬѲ,)+ Σ WÃ, + ЯЧ· S‘®'> = ( - ) U Я Cinematica gi dinamica sistemelor de rjfíide respectiv = О, ( ) саге vor permite formularea — Teoremei a treia a staticii sistemelor mecanice (principiul deplasărilor virtuale aplicat la statică) : „Condiția necesară — se demonstrează că este și suficientă — pentru ca un sistem de rigide, supus la legături cu solicitări disipative cunoscute, să rămînă în echilibru sub acțiunea unui sistem dat de solicitări active, este ca lucrul mecanic virtual al tuturor acestor solicitări active și disipative să fie egal cu zero” în cazul cînd toate solicitările disipative sînt neglijabile, relațiile ( ) și ( ) iau formele ( ) »=i ‘ respectiv υ ,!l; ·, ·· ·, ,i ^e= , ( ) ' ■ ’-■·« · и- '· ’ * · ' ‘ ‘ '■ * i ’ * ' ■ · ■ ■ * ■ » * lor corespunzîndu-le acum următoarea formulare a principiului deplasărilor virtuale aplicate la statică : „Condiția necesară — se demonstrează și de astă dată că este și suficientă — pentru ca un sistem de rigide, supus la legături cu solicitări disipative neglijabile, să rămînă în echilibru sub acțiunea unui sistem de solicitări active, este ca lucrul mecanic virtual al tuturor acestor solicitări active să fie egal cu zero” O variantă a ultimei forme a principiului deplasărilor virtuale aplicat la statică o constituie așa numitul principiu al lui Torricelli, care se referă la sisteme mecanice în echilibru numai sub acțiunea greutăților elementelor lor, toate solicitările disipative fiind neglijabile Prin alegerea polilor invariabili legați de elementele sistemului mecanic în’echilibru chiar în centrele de masă ale acestora (^с (Р ■ J ■ t - T — g$L(MzG) = — gM Lzc = , adica §Lzc = zc = ( ) ultima relație exprimînd principiul lui Torricelli, căruia i se poate da următoarea formulare : „în cazul unui sistem mecanic supus numai la legături cu soli-citări disipative neglijabile și solicitat exterior numai de greutățile elementelor sale, poziția lui de echilibru corespunde unei valori extrémale a cotei centrului de masă al sistemului” > ov ia · ··' * Problemele și metodele staticii sistemelor de rigide ф * l , j ί Întrucît în condițiile echilibrului static solicitările de rezistență ale mediului și solicitările de amortizare ale elementelor de legătură elastică, devin egale cu zero, solicitările pasive, exterioare și interioare, se vor reduce numai la solicitările de reacțiune ale legăturilor pasive, exterioare și interioare, adică vor putea fi scrise rela- Cinematica șl dinamica sistemelor de rigide si ( ) ( ) iar solicitările disipative se vor reduce numai la solcitările de frecare în legăturile pasive, exterioare și interioare, aplicate elementelor sistemului mecanic în echilibra, solicitări considerate însă cunoscute, rezultînd deci concluzia ( ) Pelațiile precedente vor permite să se stabilească următoarele forme finale ale ecuațiilor staticii sistemelor mecanice : a) Ecuațiile staticii sistemelor mecanice scrise pentru elemente izolate din sistem în baza relațiilor ( ) și ( ), condițiile de echilibra static ( ) vor putea fi scrise sub formele " :bi! cOífílSíbÍJ Ìli ÎÿÂ ί ’ ί « -τ - ί , > ·* ■ ■ * ¿ + Eext/a) = ; ¿ (М«ч + ^(^)) = » *- ( ) *= rezultînd de aici, în baza arbitrarietății deplasărilor virtuale generalizate $qt, concluziile j « , + ( ) iZi dq q fiind coordonata lagrangeiană a noului sistem mecanic, aceasta fiind, de regulă, un unghi de rotație al unuia din elementele sistemului (obișnuit, al porțiunii rigide din sistem căreia îi este aplicată o articulație fixă) Scanned with CamScanner § Integrarea ecuațiilor diferențiale ale dinamicii sistemelor mecanice Forme generale ale ecuațiilor diferențiale ale dinamicii sistemelor mecanice Forma normală a ecuațiilor diferențiale ale mișcării unui sistem mecanic Întrucît, în cazul coincidenței coordonatelor generalizate ale unui sistem mecanic în mișcare cu parametrii lui de poziție independenți ( ( ) în baza cărora ecuațiile ( ) vor putea fi aduse la forma i n (hh С , \= , pentru i / h ( ) Revenind la sistemul de ecuații ( ), se vor înmulți aceste ecuații cu complemenții algebrici normați g^hi însumîndu-se apoi ecuațiile astfel înmulțite după indicele г, rezultînd astfel următorul sistem do p egalități, corespunzătoare celor p valori posibile ale indicelui h : Л /> P P ã PP Σ iu Σ ffki i - ¿ g*t ¿ i ì - ¿ ¿ Cot ir * «:=! ¡ = Λ= tj=l *= r=l + Σ A = £ A ) ecuațiile ( ) vor lua formele Scanned with CamScanner & + f + % ÍJ- (H = , , ,^>) ( ( ) I » ( ) Formele ( ) și ( ) ale ecuațiilor diferențiale ale mișcării unui sistem mecanic confirmă din nou afirmația făcută în paragraful precedent cu privire la faptul că aceste ecuații formează un sistem de P ecuații diferențiale ordinare de ordinul doi în p funcții necunoscute de timp, acestea din urmă fiind reprezentate prin coordonatele generalizate ale sistemului mecanic r!:¡ ;·: ·· · , Ecuația cu derivate parțiale Hamilton — Jacobi O altă formă de prezentare a ecuațiilor diferențiale ale mișcării unui sistem mecanic, care permite, de asemenea, discutarea posibilității de integrare a lor, poate fi obținută, în cazul sistemelor ( ) de ecuații canonice ale lui Hamilton, adică dH* ■ dl·!* Ü — —— î Л& = —> ( ) dlik dqk ( c = }i j i p) Cin ematica și dinamica sis temelor de rigide ecuații care puteau a fi deduse, la rîudul lor, pleeîndu-se de la o relație variațională analogă relației ( ) care exprima principiul Hamilton-Ostrogradski, adică ^ = sC £di = , ( ) * G» Scanned with CamScanner prin înlocuirea, pe de o parte, în baza relației ( ) de definiție a funcției caracteristice a lui Hamilton, a potențialului cinetic lagran-geian cu expresia £ = ¿Mí - JP* ( ) i=l și, pe de altă parte, prin considerarea ca independente între ele și luînd valori ‘zero pentru valorile extreme ale intervalului de integrare [¿o, hit nu numai a variațiilor qt ale parametrilor lagrangeieni de poziție — ca în formularea obișnuită a principiului Hamilton-Ostrogradski — , ci și a variațiilor h, ale impulsurilor generalizate Se poate spune deci că ecuațiile ( ) sînt echivalente ecuației variaționale SS = δ Г ¿ li( ãqt —H*ãt Ί = , ( ) À l‘=I J - - ч ■ Ã # ' J ' Λ - r ¡ ' cu condiția de a se considera variațiile q} și hi independente între ele și egale cu zero pentru momentele extreme ale intervalului de integrare Această variație a acțiunii hamiltoniene a unui sistem mecanic conservativ va putea fi calculată comparîndu-se mișcarea reală a sa, efectuată într-un interval de timp [t , tj, cu un anumit tip de mișcare variată, în care variațiile parametrilor lagrangeieni de poziție să se efectueze în concordanță cu o lege temporală determinată — t(t), adică să fie de forma ■ ♦ t I ■ I ' = + δί), (j = , , p) ( ) funcția St(t) satisfăcînd însă condițiile Й (ί ) = δί(ΐχ) = ( ) Dinamica sistemelor de rigide » și cu operatorii δ și d considerați și acum independenți între ei atunci cînd sînt aplicați succesiv timpului t, adică d( t) = δ (dt) ( ) Mișcarea reală efectuată în intervalul de timp [/ , tj va fi reprezentată în graficele qj = q j(t), (fig ), prin curbele (Tq}), momentelor t , și t e [î , corespunzîndu-le pe curbe punctele Qjîo)(î ; îX/o))> Quitti) ffA)) Și j ffj) Mișcarea variată menționată va fi definită prin ecuațiile \ ? - '■ Ά * Vv s + δί) ~ 'F δ/Jfj, ( ) (j - , , • ■ ' r ♦ ‘ H t Ϊ ' » f ■ ? î ti CU f * Í ί -ț г ч ' / ■ ' ’ j Гм l ■ * ’ t U * * , tl , ' ■ t f ’ ; «*(У = PiWiî ?M) + Și QW + tf q, + δ?;), (j = · · · » p)· Cu aceasta, se va putea trece la calculul variației mărimii I [f htqt -Н*Ъ, b-i J ( ) Scanned with CamScanner analogă acțiunii hamiltoniene a sistemului mecanic corespunzătoare intervalului de timp [t , t] în mișcarea reală și intervalului de timp [f , t - δί] in mișcarea variată, cu t e [t , tj, calcul caro va putea fi efectuat in următoarele două moduri : — Pe de o paite, observîndu-se că mărimile S — corespunzătoare intervalului de timp [t , t] în mișcarea reală — și S* — corespunzătoare intervalului de timp [t , t + St] în mișcarea variată — vor depinde numai de valorile extreme ale acestor intervale de timp și de valorile parametrilor lagrangeieni de poziție corespunzătoare acestor momente extreme, aceasta ca urmare a faptului că prin satisfacerea condițiilor de extremum ale funcției £ în aceste mișcări, confirmată prin acceptarea relației variaționale ( ), curbele (Гд;) și (Г*) vor fi unice și deci mișcările respective vor fi precis determinate ; rezultă deci expresiile > = S’*, considerată ca o funcție de variabilele Qj(t ), ? Șî Λ (J = > , · ,p) și ținînd seama și de relația ( ), se mai poate serie JL p os »= Oqi OS dt t, ( ) «=i W Dinamica sistemelor de rigide • rezultînd astfel următoarea expresie pentru variația mărimii S, definită prin relația ( ) : = * - = £ dqM + £ - •=i dȘ dqt ff( δί ; * dt Scanned with CamScanner ( ) — pe de altă parte, prin calculul variației pleeîndu-se direct de la relația ( ) Pentru mișcarea reală, efectuată in intervalul do timp [f , t], cu t e [f , ij], valoarea acestei mărimi va ti dată de relația S = Ç [ £ δ ί - H* dt] Λ b-i ( ) Considerimi și mișcarea variată efectuată in intervalul de timp [t , / -|- t], momentului t -J- / eorespunzindu-i variațiile /¿j ale impulsurilor generalizate, variațiile &qt ale parametrilor lagrangeieni de poziție și variația / * a funcției caracteristice a lui Hamilton, mărimea *, corespunzătoare acestei mișcări variate, va fi determinată prin relația Íí+ » Í p ■ Σ > h-i (λ, - Af) d(q¡ - //î) — (//* ~ /*) d(t * /) ÇIΣ (* ( ) aproximarea fiind justificată de ordinul de mărime al variației / a timpului și de aplicarea teoremei medii integralei efectuată în intervalul de timp de Ia t la t - L Efectuînd calculele în relația ( ) și ordonînd convenabil termenii, se mai poate scrie următoarea expresie pentru mărimea * : h¡ dq( - H* dt] - Í £ hid^qi) - H*dm І - L«=»i - Ç £ ( ftf dqt - /( d( q()) - ( H* dt - Я* ¿( ) , Cinematica și dinamica sistemelor ãe rigide sau încă, remarcînd că primul termen din membrul drept reprezintă mărimea corespunzătoare mișcării reale, determinată prin relația ( ), și că, în baza aproximărilor permise în analiză, ultima integrala, conținînd infiniți mici de ordin superior, poate fi neglijată, se va mai putea scrie Scanned with CamScanner S* = tf +Ç Г £ h{ d( qt) - П* d( t) · ( ) Integrala din membrul drept al ultimei relații poate fi adusă însă la forma £ ^ P = S* - S= - Σ W S Л = = Ck ( ) \ (Ь = , , · ,) sau Ф* = Φ,(ΐ; hț t) = Ck ( ) (k = , , ) unde sînt constante ce vor putea fi determinate impunîndu-se condiția ca relațiile ( ), sau ( ), să fie satisfăcute de sistemul de condiții inițiale Scanned with CamScanner « = : {fc( ) = q°} ; ¿,( ) = (fi ; (j = , , , p)} ( ) Dinamica sistemelor de rigide Г» respectiv i= : {fc( ) = = Σ à> » H* = Σ - ί=Σțț-« k- oqk "A;" i* + ea devine o integrală prima de tipul ( ), iar dacă e scrisă sub forma corespunzătoare relației de definiție a funcției caracteristice a lui Hamilton, adică JJ ¿t — ¿>(q q), + F(ç) = h, ( ) й= ea devine o integrală primă de tipul ( ) Scanned with CamScanner Parantezele lui Poisson Un procedeu comod pentru obținerea, în multe situații, de noi integrale prime ale sistemului do ecuații canonice alo lui Hamilton corespunzătoare sistemelor mecanice conservative, procedeu utilizat în cazurile cînd se cunosc cel puțin două integrale prime ale acestui sistem, îl constituie procedeul parantezelor lui Poisson, ce va fi prezentat în continuare Întrucît ecuațiile canonice ale lui Hamilton sînt ecuații diferențiale de ordinul întîi în cele p variabile canonice # } , qv și /¿ ; , Cinematica dinaînica sistemelor de rigide , ¿p, o integrală primă a acestui sistem de ecuații diferențiale va trebui să aibă forma generală j — f (ÿj, , j · · ·, j —(ff j > —' e, ( ) unde C este o constantă arbitrară — și ea va trebui să satisfacă următoarele două condiții : — pe de o parte, derivata totală a ei în raport cu timpul va trebui să fie egală cu zero, adică se va putea scrie = o ; ( ) dt · · írf - ·■ l· ' ' — Pe de altă parte, ea va trebui să verifice sistemul de ecuații canonice ale lui Hamilton, adică dH* ,· dH* fffc =-ТГ-; ""T—; (A = l, , ,p) ( ) dlh dqk Ca urmare a primei condiții, rezultă egalitatea ¿ Г dF , OF - Ί F Σ “Σ fft+—H- — ^iL j dt — O ( ) Cea de-a doua condiție va fi satisfăcută înlocuind în ultima relație pe qk și hk cu expresiile ( ), rezultînd astfel următoarea condiție globală, pentru ca funcția F să fie o integrală primă a sistemului de ecuații canonice ale lui Hamilton : dH* dF dH* Ί dF Ăldqk dlih ' Э Гк ~d^k J+ ~dt ( ) Primul grup dc termeni din membrul sting al ultimei relații, notat cu simbolul FJ’, H*]== у ¿iLdfffc dhk dhk dqk ( ) Scanned with CamScannei Dinamica sistemelor dc rigide a primit denumirea de paranteza lui Poisson a funcțiilor P și H* ; cu această notație, condiția ( ), necesară a fi satisfăcută de funcția P pentru ca ea să fie o integrală primă a sistemului de ecuații canonice, va lua forma „j - dP = ( ) dt Scanned with CamScanner Pentru a justifica posibilitatea de utilizare a parantezelor lui Poisson la găsirea de noi integrale prime ale sistemului de ecuații canonice, vor trebui demonstrate, în prealabil, o serie de proprietăți ale acestor paranteze, care amintesc de proprietățile produselor vectoriale dintre doi vectori : — Asociativitatea în raport cu un factor constant, adică : С [Г, Я*] = [CP, Я*] = [Я, СЯ*], ( ) proprietatea justificată de șirul de relații de mai jos С у Г dg* л=і dqk dhk ÔP dH* T £ ~dh dF dH* c dP dH*f dhk dhk dqk PțdP „dH* dF „dH*l X -(j « (J , дЪ,к dhk dqk cu completările evidente C ^L = J-(OP); C—(№*); âqk dqk dqk dqk « дР d dH* d С УА- = ^-( Р)’,· o"— = —(CH*) dhlc dhk dhk dhk — Anticomutativitatea funcțiilor din parantezele lui Poisson, adică (Р,Я*]= ( ) Cinematica și dinamica sistemelor de rigide proprietate evidențiată de relația dF dii* dF OH* Д ΓΟΗ* dF OII* dp-} ¡t-ι dlik dhk dqk dqk dhk dhk dqk Scanned with CamScanner p — Distributivitatea față de suma funcțiilor din parantezele Poisson, adică lui ( ) proprietate ușor de verificat urmărind șirul de relații de mai jos : р dF, dH* · dqk dii dhk dqk dFx dH*~\ dhk dqk dqk dhk rdF dH* dF± dH*' dhk dqk dqk dlik А= — Derivarea parțială în raport cu timpul a parantezelor lui Poisson după o regulă analogă regulei de derivare a produselor, adică " Γπ ан*і и,— // dt δί J Oh J ( ) Proprietatea se justifică prin următorul șir de relații : dt p Σ ІА- ' d F dH* dF dH* - li • dfF dH* d F dH*' dqk dh : a/^ dqk dqkdt dhk dit dqt > Г d F dfH* л=і dqk dlik t dF d'¿H*' dit dqkdt ан* db t dD*’ ôQk ^roj d dH* dt dF d (dH* dhk dq \ dt p d Í dF \ \ dt ) Dinamica sistemelor de rigide — Valabilitatea identității Poisson-Jacobi pentru parantezele lui Poisson compuse, adică Scanned with CamScanner [[Г, Ф], Я*] +)[[Ф, Н*] , Р\ + [[Л*, Р], Ф]= ( ) Pentru demonstrarea proprietății, se va retranscrie relația precedenta sub forma dezvoltată, adică i=l *Гд-РдФ dF дФТ\дН* dP дФ dq "i L dq¡ dh} dhj dq} J J dhk dhk] }=X dqfdhj dP Ф dh} dq} dH* dq} A= d Г£рФ dH* dhk ,j=i dq} dh} dH* dP Ί Ί Φ ЗФ dH* dq¡ dhj dlij dq} d ΓΛΓ Φ дЯ* dqk Li=î dhk ¿Ф dH*lldP dhj dq¡ p țdH* dF dq} dh} dhj dq¿ J J dhk dhk d Г P^dH* dP dH* dP Ί рФ dhj -J = l dq^ dbj P p d p p Í d fc=l l Este suficient să se efectueze, în continuare, derivările parțiale ale sumelor din parantezele drepte mari, pentru a se constata astfel că toate grupurile de termeni se reduc, fapt care va justifica valabilitatea relației ( ) în afara proprietăților demonstrate mai sus, mai pot fi menționate relațiile \P, P] = ( ) Și [O, P] = ( ) unde C este o constantă, a căror verificare, imediată, nu mai necesită nici un fel de oxidicații Cu aceasta, se poate treco la prezentarea procedeului de determinare a unei noi integralo prime a sistemului de ecuații canonice, atunci cînd se cunosc două din integralele prime distincte ale lui, de Сія ematica jțl dinamica sistemelor de rigide exemplu ,Z>’ == Z*' (ç ; Zi ; i) = C' , ( ) саге vor trebui să satisfacă deci condiția ( ), ceea ce înseamnă că vor putea ii scrise relațiile dF -¿- = ; [T , H*] dt ^ л —- = di ( ) Scriind identitatea lui Poisson pentru funcțiile Flt F adică se vor înlocui ultimele două paranteze cu expresiile ( ), adică din ( ) relațiile Scanned with CamScanner aF‘ V ~~ ’ X dt dt ( ) si f ГдД -n ΊΪ’ ( - ) rezultînd astfel egalitatea г dF [[Л,едя*]+ dt r ux n dt = , sau încă, avînd în vedere și relația ( ), egalitatea ( ) + = dt Ultima relație exprimă faptul că funcția ’ , definită prin relația » - ГР * Г aFl aFi aZ? Л Г^і Ш ά іц hp t) = Cj, ( ) 'J = l, , > , p) soluția generală a sistemului ( ) de ecuații diferențiale ale mișcării sistemului mecanic fiind reprezentata în acest caz prin ansamblul rădăcinilor sistemului ( ) de ecuații algebrice în necunoscutele q} și h}, (j = , , , p), rădăcini de forma î Ci, · ··, p)î ( ) Л/ = h} (t j Cj, · · · , p)· (j = , , mp) După determinarea, cu ajutorul condițiilor inițiale ( ) impuse în relațiile ( ), a celor p constante arbitrare Cv , C p și după introducerea valorilor astfel găsite ale acestor constante în prima serie de relații ( ), se obțin ecuațiile finite die mișcării sistemului mecanic, sub forma : î , ,p) vor fi notate acum cu alte simboluri și anume Я*о) = «о = ( ) (j = , , ,p) astfel ca funcția va lua acum forma , S = £(i an , ocp), ( ) i i i iii ίT ■ * * ii « ■ ■ , (j = , , ,p), adică -= Φ}(ί Si, · · ·, îp “ί, · · ·, αρ) ί dS} dS X ( ) F}(i ; d ·, P î a } , ap), dct} (j == , , ,,p), rezulta că cea de-a doua serie dintre relațiile ( ) va putea fi scrisă sub forma = Ф/( , , p), ( ) în aceste condiții, ecuațiile ( ) vor lua formele p Σ ài = i- dU dj% dqk dqk " Qexk ( ) (fc = , , ,p) sau încă, avînd în vedere relațiile dû dqt д Г Λ Ί ă = ■ dqA j (fc = , , , p) ( ) dãt dqt д Г p , p- — Σ } ,j=i ( ) p Σ & se mai poate scrie ' · : Ci J * μ ’ sί к *’· i * - ‘ л; > ■ \ ' * p Σ [α« î · · · & P * bkt bkp I bpi ■ · · bp( bpp ( ) Dinamica sistemelor de rigide numită matrice de amortizare — datorită faptului că solicitările disipative de tipul considerat produc amortizări ale mișcărilor,— matricea CU C · · · • ° ; #r in]'același plan normal la axa de rotație, forța motoare aplicată într-un punct В și forța rezistentă ^m, aplicată într-un punct A ; după poziția punctului’ teoretic de articulație — între punctele de aplicație ale celor două forțe rezultante exterioare active, sau în afara lor —, pîrghiile se împart în : — Pîrghii de ordinul întîi, caracterizate prin plasarea punctului C de articulație între cele două puncte de aplicație ale forțelor §i Жг, pe aceeași linie, coincizînd cu axa longitudinală a pîrghiei, (fig ) Probleme speciale ale теадгП^оИ sùrtem gioir de rigide La aceste pîrghii, colo două forțe rezultante exterioare active au același sens și deci expresia ( ) a momentului de frecare în articulație va lua forma Γ>/ = μ'Μ^,η| + |^Γ|); ( ) — Pîrghii de ordinul doi, la caro punctul teoretic de articulație se găsește pe axa longitudinală a pîrghiei, în afara punctelor de aplicație ale celor două forțe rezultante active, (fig ), pentru această situație modulul momentului de frecare în articulație luînd valoarea Scanned with CamScanner ( A ) Fig Pentru determinarea color două caracteristici funcționale ale pîrghiilor, se va admite că cole două forțe rezultante exterioare active își păstrează în permanență direcția comună, normală la po Problenit! spedale ele dinamicii sistemelor mecanice t ~ ~ — ■ ■ - * ■—■ ■ ■-!»-■ » ■ ■ , —■ ziția inițială а iixei ABC ιι plrghioi, poziție în raport cu care va fi măsurat și unghiul do rotație φ al pîrghiei Convenind să no privească totdeauna pîrghia astfel întît rotația ei, efectuată sub acțiunea forței motoare, să se efectueze în sens direct — convenție caro nu restringe cu num ic geueralitatea problemei, dar care permite să se lucreze cu semne determinate pentru rotațiile pîrghiei și pentru valorile scalare ale momentelor rezultante alo celor două forțe rezultante exterioare active — și alegînd ca pol invariabil legat do pîrghie chiar punctul teoretic de articulație, (Q = O ; = ; SrQ = rQ = ), rezultă, în cadrul ipoteze- lor de lucru adoptate, următoarea relație exprimînd principiul deplasărilor virtuale aplicat la pîrghie : L /C(^m) Θ + л£с(^) Ѳ - Jtf δΘ = , ( ) cu δΘ = δφ к' = δφ&; — Ът COS φ \^m | c ( ) Ã(^r) = ~ ξ- cos φ| I Й ; ЛГ, = - μ' ть( |^г I ± | ])&, semnul superior din expresia momentului de frecare în articulație corespunzînd pîrghiei de ordinul întîi, (fig a), iar semnul inferior pîrghiei de ordinul doi, (fig· b) în baza expresiilor precedente, relația ( ) va lua forma [| I bm COS φ — I -^r I br CQSfp — μ' Гь( |^f | ¿fc | ¡)]δφ = , ( ) rezultînd do aici, după simplificări și reduceri, următoarea expresie pentru raportul de transformare al pîrghiei : Scanned with CamScanner |УгІ ЬщСоау ф μ' Γ» Ρί l^ml Ζ\ φ -μ'η, cu semnificațiile precizate pentru colo două semne din fața termenu lui μ ’r dc la numărătorul expresiei Probleme speditile ale mecanicii sistemelor de rigide Pentru poziția inițială a pîrghiei, (φ = ), acest raport ia valoarea Scanned with CamScannei ( ) l'^rl T P-' rt> &, + μ'Γ ¡ Fig Ô iar îri cazul cînd se poate neglija momentul de frecare în articulație, (μ' = ), raportul de transformare capătă, aceeași valoare l^rl Pi — = — l^l b' ( Probleme speciale ale dinamicii sistemelor mecanice pentru alunele tipuri de pîrghii Observind apoi că pentru lucrurile mecanice ale celor două forțe rezultante exterioare active, corespunzătoare unui interval finit de timp, în care pîrghia s-a rotit de un unghi ·φ)|ρ|]ί, adică { ί|Χβ,|-Γ[|Ρ| -(Ζ ~ΐ·φ)|ρ|]-μ'η[|^Β>| + |Ρ[ + + Go— Γφ)|ρ|]} δφ = О ( ) cu consecința Æ|F |-r[|P| + (i -r?)|p| -μ%[|^„| + |Ρ| + (!„-τφ) |p|] = O ( ) \ ’ sf V * ‘ ‘ g Din ultima relație se va putea scoate valoarea raportului de transformare dl troUului : Pt = ! + (!»- , ( - ) cu formele particulare Д — μ' rb ₽‘~l ί·+μ'ί· L* ( ) dacá se neglijează greutatea lanțului, ((Zo ~ rtp)^ « ),respectiv с > ( » ) δΘ + A (^r) Θ + ΛΑΖ Θ = , ( ) cu ^o(^r) = —(^ + ^)|^r| fc; ( ) = — μ' r (I ¡ + І I) fc, î’ Γ" ■ adică , c >, * I (r- e„) \&„ I — (r + e,) I &,| - μ% (| | + I |) = - ( ) Din ultima relație va rezulta următoarea expresie pentru raportul modulilor celor două forțe exterioare active : I r I P l*g j ₽t t^ml r-Ь er + μ,'Γ r+er + ^ H sau încă, adăugind și scăzînd la numărătorul fracției reprezentînd numitorul expresiei lui pe, suma (em+ μ' rb), mai rezultă -j | ~l· m "Η Folosind aproximarea ( ) — — я г, Probleme speciale ale mecanicii sistemelor de rigide acceptabilă datorită valorilor foarte mici ale mărimilor em și μ' și introducînd și notația "r Г Scanned with CamScanner ( ) — acest raport, determinat experimental, variind proporțional cu pătratul diametrului firului, cu coeficientul de proporționalitate depinzînd de natura firului —, rezultă următoarea expresie finală pentru raportul de transformare al scripetelui : r ( ) Coeficientul к = -ț· λ -f- țir — X, ' r ( ) depinzînd de natura firului și de raza scripetelui, poartă numele de coeficient de reducere și se determină experimental ; pentru scripeții întîlniți în mod obișnuit în practică, manipulați cu ajutorul funiilor de cînepă, se ia obișnuit valoarea к = , ( ) Deși pentru scripetele fix nu este satisfăcută condiția pt>l, el este considerat totuși mașina simplă, pe de o parte, datorită faptului că intră în componența unor sisteme mecanice funcționînd efectiv ca mașini simple, adică cu condiția p, > , și, pe de altă parte, ca urmare a faptului că este flosit chiaț și singur în diferite muncii,, pentru schimbarea direcției și sensului forței motoare în condițiile funcționării în regim permanent, lucrurile mecanice ale celor două forțe exterioare active, corespunzătoare unei rotații de unghiul φ a scripetelui, vor avea expresiile r ( ) aproximată obișnuit cu valoarea ( ) a randamentului scripeielui în aplicațiile tehnice sînt folosite frecvent sisteme de scripeți, constituite din unul sau mai mulți scripeți ficși și din imul sau mai mulți scripeți mobili, cu axele de rotație deplasîndu-se prin translații rectilinii, numite palane Cele mai des întîlnite tipuri de palane sînt : — Palanul exponențial, constituit din scripetele fix (Scf) și dintr-un număr oarecare de scripeți mobili de aceeași rază r, înfășurarea firelor făcindu-se ca în fig Forțele active care ac(ionoază asupra acestui palan sînt reprezentate prin forța rezistentă acționînd în axul scripețelui mobil (Scmn) și forța motoare acționînd în lungul firului ce trece peste scripetele fix (Scf) Pentru a stabili expresia raportului de transformare în cazul acestui sistem de scripeți se va demonstra, mai întîi, valabilitatea și Probleme sgaeíflole ale mecanicii sistemelor de rìgide pentru scripeții mobili a rapoartelor de transformare date de relația ( ) intr-adevăr, separînd unul din acești scripeți din sistem — de ex , scripetele ( ст(), (fig ), se vede imediat ca tensiunea T't va juca rolul forței motoare, tensiunea T, rolul, forței rezistente, iar tensiunea Nt rolul reacțiunii articulației, cu ( ) în consecință, va rezulta și acum raportul {’ t / '*· ■ putîndu-se scrie deci relațiile succesive fc c ' ( ) fc Probleme speciale ale dinamicii sistemelor mecanice Plecînd de la ultimul scripetc (г-n, cu Ñn = &r), rezultă următorul șir de relații : Scanned with CamScanner ( > î -· ί ; i '—Γ i * \ * ^-*·** Pe de altă parte, - pentru scripetele,fix (Scf), (fig ), va putea fi scrisă, de asemenea, relația • JM=-, ' \ / |^„| k‘ în baza căreia egalitatea formată din primul și ultimul membru al relațiilor ( ) va putea fi scrisă sub forma rezultînd astfel următoarea exresio pentru raportul de transformare căutat : '» ( ) Probleme speciale ale sistemelor de rigide Dacă se negijează atît frecările, cit și rigiditatea firului, (fc = ) atunci expresia precedentă a raportului de transformare ia forma •simplificată pt = Ί ( ) Scanned with CamScanner justificînd denumirea de palan exponențială dată acestui sistem de scripeți Trebuie de făcut mențiunea însă că deși raportul de transformare ■crește exponențial cu numărul de scripeți mobili ai sistemului, totuși în practică se folosesc curent palane cu un singur scripete mobil, datorită deselor dereglări care survin în funcționare în cazul mai multor scripeți mobili ~ v— j — Palanul diferențial se compune dintr-un bloc de doi scripeți ficși coaxiali, solidar legați între ci, de raze r (m) și R > r (m) și dintr-un scripete mobil (Scm), de rază P, ““ (-K + r) P° care se înfășoară, ca în fig ) un fir fără sfîrșit, sau, dacă e cazul de ridicat sarcini mari, un lanț, în ultima situație scripeții fiind prevăzuți cu dinți periferici care pătrund în zalele lanțului Probleme speciale ale dinamicii sistemelor mecanice A Separînd colo două elemento ale palanului — blocul cu scripeți ficși și celcu scripeți mobili (fig ) și introducind tensiunile din firele active secționate—porțiunea ΛΛ de fir nu este activă — , se observă imediat că la sçripetele mobil tensiunea Ï" joacă rolul de forță motoare, tensiunea T rolul de forță rezistentă și forța exterioară rolul do reacțiune a articulației, putîndu-se scrie deci pentru acest scripete relațiile Scanned with CamScanner |T| = fc|T'|; |^| =|T| + fc|T'| = (fc + l)|T'| ( ) în consecință, pentru modulii celor două tensiuni vor rezulta valorile « - « - Scriind ecuația de momente - la care se reduce, în această situație, relația exprimînd principiul deplasărilor virtuale — pentru blocul de scripeți ficși, cu forțele T și —T cunoscute, rezultă relația « - « - ( ) din care se deduce imediat valoarea raportului de transformare căuta Ifrl = (Д-иЧ) (fe - ) \&m\ [Д с-г -^Ч(А* + )] ( ) în cazul cînd se neglijează rigiditățile firelor și toate frecările (fe = ; μ = ), expresia precedentă ia forma simplificată ** ( ) Probleme syeclrde ale mecanicii яіяіетеіог de rigide justificînd denumirea· de palan diferențial dată acestui sistem de scripeți — Palanul cu mufle este constituit din două blocuri identice de scripeți, numite mufle, ficcare din ele avînd același număr n de scripeți, dispuși fie pe același ax (fig , a) în caie situația razele Scanned with CamScanner Fig tuturor scripeților sînt egale, fie pe axe paralele (fig , b) cînd razele scripeților din fiecare bloc sînt diferite Una din mufle este fixă, iar cealaltă mobilă, furca ultimei fiind prevăzută cu un cîrlig de caro se atîrnă sarcina de ridicat înfășurarea firelor se face ca în figură în ipoteza — acceptată de la început — că se neglijează greutățile proprii ale elementelor sistemului mecanic, forțele care acționează asupra blocului mobil, considerat separat din sistem, sînt cele n tensiuni din firele do legătură și sarcina forțe considerate, toate, paralele în ambele tipuri do palane, putîndu-se scrie, în consecință, Probleme speciale ale dinamicii sistemelor mecanice relația ( ) Scanned with CamScanner Pe de alta parte, dacă se consideră o pereche de scripeți in directă legătură, (St) din mufla mobilă și (S't) din mufla fixă, (fig ), ZZZZZZZ ///////// Fig se vede imediat că pentru scripetele mobil ($>) tensiunea joacă rolul de forță rezistentă, iar tensiunea T i rolul de forță motoare, putîndu-se scrie relațiile іг»-іі = ѵігиі=-гіт«і> ( ' S> к к (ί = , , ,η) iar pentru scripetele fix (S('),Jn care tensiunea ’áí+i j°ac& forță motoare, iar tensiunea T'¿i rolul e forță rezistentă, vor bile relațiile rolul de fi vaia- I » I = I —г I к în baza cărora expresiile ( ) vor lua formele T i-ll = /с (»- + I I j Ц Í I £ (»-l)+l I I · ' ( ) Folosind aceste expresii în relația ( ), se obține egalitatea ,^ι=ι^ιΣ[τ~ϊ+·^ — ”z— l·· · · ~b-Ь— ’ ( ) к П k ^ к к gPggjgjg ate dinamicii sistemelor mecanice termenii din paranteza dreaptă formînd o progresie geometrică de rație q = fc > , primul termen al progresiei fiind ~ iar ultimul й a n = — Ținînd seama de expresia sumei celor n termeni ai progresiei, adică - a nq— « fc " k-n — ¿) = -' = - — - £- Ic - rezultă următoarea expresie pentru raportul de transformare al palanului cu mufle Scanned with CamScanner |^r| fc "-l ^(fc-i) ( ) în cazul cînd se neglijează frecările în acticualții și rigiditatea firelor , (fc '=l), expresia ( ), după simplificarea prin (fc — ), forma simplficată ( ) Mașini simple constituite din rigide rezemate în cazul acestei categorii do mașini simple, care folosesc obișnuit deplasarea prin alunecare a corpulrilor po un plan de reazem înclinat pentru aplicarea principiului deplasărilor virtuale ya trebui găsită, în prelabil, expresia reaoțiunii normale a planului înclinat asupra corpului deplasat, definită prin relația Ñ = Σ Δ# , Ι = |Fr| cosa-|УИ| sin β> ( ) și deci și modulul forței de frecare la alunecare IΦ| = μ|ΣΔΎ| = μ [|Fr|cosa- ^ sinp], ( ) * ultima forță puțind fi considerată în continuare ca solicitare exterioară cunoscută Alegînd drept pol invariabil legat de sarcina de ridicat chiar centrul său de masă (SrG = $xG i ; Θ = ), varezulta următoarea formă concretă pentru relația exprimînd principiul deplasărilor virtuale aplicat mișcării de regim a sarcinii : (&m + Я + Ф) г = , ( ) sau încă, exprimînd analitic relația în raport cu reperul fix, mai rezultă (I I cosp —|^| șina — I Ф J) — , ( ) cu consecința (I I cos β — I I sina — ] Φ |) = , sau încă, ținînd seama și de expresia ( ) a Iui |Φ(, mai rezultă II θ β — II sina — μ [|^r I cosa — δίηβ] = o ( ) Din ultima relație se va putea scoate expresia raportului de transformare în cazul planului înclinat : l^rl cosfi + μ Βΐηβ cos (β — ЛІ ? - -i ** respectiv rxG rxG — = \ dr° = ί o I I cos β dxG = \^m\ cosp (a?c- ), J XO jXQ ( ) rezulta și expresia randamentului planului înclinat : η = ^ % =· % = % ^ COS cospsin(a+φα/) ( ) în cazul cînd se neglijează frecarea de alunecare (μ = ); φοι = θ)ι relațiile ( ) și ( ) capătă formele ( ) respectiv η= % ( ) ! Probleme speciale ale dinamicii sistemelor mecanice ° Pana Scanned with CamScanner Pana este un rigid, avînd forma unei prisme triunghiulare cu baza, obișnuit, un triunghi isoscel și servind, ca mașină simplă, la îndepărtarea corpurilor (θ') și (θ") între care este introdusă și împreună cu care formează iun sistem mecanic, (fig ) ·, ca urmare Eig a reazemelor exterioare pe planele (Π') și (Π"), cele două coipuri îndepărtate prin pană au posibilitatea să se deplasezem prin translații rectilinii, numai în direcție normală la planul de simetrie longitudinală a penei, plan a cărui urmă pe planul figurii , este dreapta OC De regulă, în cazul acestui sistem mecanic sînt neglijate greutățile proprii ale elementelor sistemului, precum și frecările î reazemele exterioare aplicate rigidelor (S') și (S") ; în consecință, solicitările la care va fi considerat supus sistemul meanic reprzentat în fig vor fi reprezentate, în cazul introducerii penei, prin : — forța motoare acționînd asupra feței prismei opusă unghiului de atac — egal cu a radiani — al prismei, suportul acestei forțe coincizînd cu urma OC a planului de simetrie longitudinală al penei ; — forțele rezistente și aplicate corpurilor (θ') și (θ")> cu direcții normale la planul de simetrie longitudinală al penei și cu modulii egali, din motive do simetrie : ( ) Probleme sa>e«l«le ale mecanicii яіяіетеіог de rigide ' — rcaoțiunilo reazemelor exterioare pe planele (ІГ) și (П"), reduse, în condițiile neglijării frecărilor, numai la reacțiunile rezultante normale Ă?' și Л", (gfig ) ; Scanned with CamScanner — reacțiunile reazemelor interioare ale penei pe fețele oblice ale celor două corpuri îndepărtate prin pană (fig ), pentru moduli! componentelor acestor reacțiuni fiind valabile, datorită simetriei penei și simetriei și a distribuției solicitărilor active, relațiile | ДУ | =|ΣΔΎ | =|ΣΔΎ = |ΣΔΛΓ | = |ΣΔ'Δτ|; ( ) |ΣΔΦ^[=[ΣΔΦ | = |ΣΔΦ ] =[ΣΔΦ | = |ΣΔΦ|, cu |ΣΔΦ| == μ|ΣΔ^| ( ) Scriind ecuația do echilibru dinamic corespunzătoare deplasării prin translație în regim permanent — deci cu forțe de inerție zero — a corpului (£'), (fig ), rezultă relația + ΣΔΑγ -f- ΣΔΦ = О, ( ) Probleme speciale ale dinamicii sistemelor mecanice din care, prin proiectare pe direcția forței rezistente și ca direcție a axei Oœ — , se obține egalitatea I — I Σ ΔΑ cosa + μ | ΣΔΥ sina = , & T — luată! Scanned with CamScanner ( ) Revenind la sistemul mecanic format din pană și din cele două rigide îndepărtate prin ea, se observă imediat, (fig ), că ecuațiile de legătură interioară corespunzătoare celor două reazeme ale penei pe fețele îclinate ale corpurilor îndepărtate, au formele - y°G = ct a (* în funcție de deplasarea virtuală G a penei, efectuată în lungul axei Oy xg = tga Sî/g, ; %, = — tga S?/G ( ) Aplicînd principiul doplsărilor virtuale acestu sistem mecanic cu mișcare în regim permanent, ținîndu-sc seama însă și de forțele de frecare la alunecare interioare cu modulii determinați prm relațiile ( ), va rezulta egalitatea + Σ Δ Φ + Σ Δ Ф ] ărGj + [^; + ΣΔ Фг ] гС + -f- Ή Σ Δ = θ’ Prob leme spediate ale mecanicii sistemelor de rigide ' CU următoarea expresie analitică în raport cu reperul fix Oxy : I + [ΣΔΦ; cosa + ; ΣΔΦ | cosa] SyG + [ + - ΣΔΦ sina [ æC + [ - - ΣΔΦ sin a] χσ, = ( ) Fig Daca se mai ține seama acum de relațiile ( ), precum și de expresiile ( ) ale deplasărilor virtuale &rGj și xg , se obține, după simplificare prin și reducerea termenilor asemenea, relația I I + |^r I -^ + φβ ( ) Scanned with CamScanner cu consecința imediată, rezultînd din relația ( ) : m r|· Alcgind ca pol invariabil legat de jurab un punct Q, arbitrar,, situat pe axa șurubului (^mSrQ = , = ) și aplicînd principiul deplasărilor virtuale mișcării în regim permanent a acestuia, se va putea scrie relația (^r + ΣΔΦ) δ? + ( FJ + ΣΛ(ΔΦ)] δΘΓ = ‘ sau încă, exprimată analitic — primul grup de termeni în raport cu reperul fix, iar următorul în raport cu reperul legat de șurub — , mai rezultă [ - ( I + ΣΔΦβ] δ^ + (^J + Σ^, (ΔΦ)] δφ = ( ) Observînd, pe de о parte, că din ecuația de legătură corespunză-tiare mișcării de șurub, adică Zq = ps φ = — φ = r tga · φ, rezultă următoarea relație între deplasările virtuale δ#ρ și δφ δ^ρ = rtga · δφ ( ) și că pentru proiecțiile pe axa Oz ale solicitărilor с o figurează în relația (la ) pot fi scrise, (fig ), expresiile ΣΔΦΖ — — ΣI ΔΦ I sina— — (Σ | АУ |) μ sina ; ( β' ) Σ^ό« (ΔΦ)= — (Σ | ΔΦ|) r cosa— — (Σ |Δ#Ί)μΐ· οθ α> - c Probleme speciale ale mecanicii sistemelor de rigide undo prin l s-а notat lungimea manivelei, iar prin r distanța medie la axa șurubului a elementelor do ario do contact între fíletele șurubului și piuliței, mai rezultă următoarea formă pentru relația ( ) : -I^Jrtga +|>,ημ -(Σ|Δ^|) гр cosa δφ = , Scanned with CamScanner ( ) cu consecința | | ί — || rtga —(Σ ] ДУ|) = , cosa ( ) sau încă, ținînd seama și de relația ( ), mai rezultă egalitatea [ |î - I ^ -S-m-+-^—S— = , ( ) COSa — μ sina din care se va putea deduce expresia raportului de transformare al cricului : COSa — μ sina sina + μ cosa l r tg(a+ φαι) ( ) Oservînd, în continuare, că pentru cele două luerari mecanice efectuate de solicitările exterioare active, motoare și rezistente, într-un interval oarecare de timp [ , t] al mișcării în regim permanent pot fi scrise expresiile ( ) respectiv = \ A (&m) dQ = Í У/q (jFJ dtp = * ( ) Probleme speciale ale dinamicii sistemelor mecanice se poate stabili acum și expresia randamentului cricului, aceasta avînd forma Scanned with CamScanner η = — % = · i - % = \Fm\ l φ — φ° = A —І -л %, r tg(œ+ φα ) φ — φ° sau încă, țiînd seama și aici de ecuația d e legătură corespunzătoare mișerii de șurub, care permite să se scrie Zq — Zq = rtga (φ — φ°), mai rezultă ( ) în cazul cînd se neglijează frecarea de alunecare între fíletele șurubului și piuliței, (μ = ; φΛΐ = ), relațiile ( ) și ( ) vor lua formele particulare Λ Д ' ■ ■ / ) respectiv ( ) Un raționament absolut identic celui folosit pentru determinarea raportului de transformare la ridicarea cricului permite stabi- Probleme specia к* л!с mecanicii sistemelor de ripide lirea acestui raport și iu cazul coboririi lui, obsorvìndu-so ninnai oa în această nouă situație so produc următoarele modificri in distribuția solicitărilor aplicate șurubului : — forțele do frecare la alunecare vor avea acum sensurile inversate, (fig ), ceea ce înseamnă că proiecțiile lor și alo momentelor lor pe axele Os, respectiv Os', vor fi pozitive la coborire ; — forța motoare poate să aibă același sens ca și în cazul ridicării șurubului — se înțelege că va avea altă mărime decit cea considerată la ridicare — , sau poate avea chiar sensul contrar, adică coborîrca poate avea loc sub acțiunea unui moment exterior activ = JA (^ra) orientat în lungul axei șurubului, cu oricare din cele două sensuri posibile pe aceasta axa Ținînd seama de observațiile precedente și proiectînd pe axa Os cuația vectorială ( ), valabilă și în cazul coboririi șurubului, va rezidta acum următoarea valoare a mărimii Scanned with CamScanner (Σ|Δ^ ) = |>Γ| ±— cosa + ^sina ( ) De asemenea, notind ou va- Fig loarea scalară, raportată la versorul î? al axei șurubului, a momentului forței motoare, condiția ( ), rezultînd din aplicarea principiului deplasărilor virtuale mișcării în regim permanent a șurubului, va lua, în cazul coborîrii lui, forma •*»-|^jrtga+(S|Ay|) -ÜL = , COSa ( ) Probleme speciale як? dljiavuicll sisfejnetor mecanice din ultima relație, obținîndu-se, ținînd seama și de relația ( ), următoarea relație între mărimile ЛКт și | ^r| · Scanned with CamScanner ( ) în aplicațiile practice este necesar ca odată efectuată ridicarea corpului, cricul să rămînă în poziția respectivă, fără a coborî ; în această situație, tendința de coborîre fiind evidentă, ecuația de echilibru corespunzătoare acestei poziții va coincide cu ecuația ( ) stabilită pentru coborîrea în regim permanent, ea permițînd să se tragă următoarele concluzii în îegătură cu cele trei cazuri care pot interveni în practică : Cazul I, caracterizat prin condiția a > φβί ( ) cu următoarea consecință rezultînd din relația ( ) ^Zra> , ( ) adică : ,,în cazul cînd unghiul de înfășurare al elicei generatoare a fiietului șurubului este mai mare decît unghiul de frecare la alunecare dintre fíletele șurubului și piuliței, pentru asigurarea poziției de echilibru a sarcinii ridicate este absolut necesară acționarea șurubului cu un moment activ orientat în sensul ridicării sarcinii și cu modulul dat de relația ( )” Cazul II, corespunzător condiției a — » ( ) pentru care relația ( ) furnizează următoarea valoare a mome tului activ = , ( ) Probleme speciale ale mecanicii sistemelor de rigide putìndu-se trago astfel concluzia : „în cazul cînd unghiul de înfășurare al elicei generatoare a file-tului șurubului este egal cu unghiul de frecare la alunecare dintre șurub și piuliță, echilibrul șurubului este asigurat fără a necesita» acționarea sa cu un moment exterior activ” Se spune, în această situație, că șurubul este autofixat Este ușor de înțeles însă că orice modificare survenită in repartiția solicitărilor aplicate cricului în acest condițiuni va putea provoca coborîrea șurubului, aceasta putînd fi împiedicată numai prin mijloace speciale de oprire (clicheți) Cazul III, caracterizat prin condiția Scanned with CamScanner oc , ( ) cu următoarea consecință rezult înd din relația ( ) §і+ ), făcîndu-se ca în fig , b) ; i Probleme speciale ale dinamicii sistemelor mecanice Scanned with CamScanner — îmbinări rigide, realizate fio prin nitnio, (fig , a), •fie prin sudură, (fig b), fie prin bolțuri, (fig , o), fie, in fine, prin continuitate materială, (fig , d), primele două soluții tehnico fiind folosite în cazul barelor metalice, cea de-a treia în cazul barelor de lemn, iar ultimul procedeu fiind utiliat in •cazul sistemelor de bare confecționate din beton armat ; reprezentarea schematică a unei asemenea îmbinări se face, indiferent de modul de realizare tehnică a ei, ca în fig , e, ca puncte teoretice de îmbinare fiind considerate punctele ■de intersecție a axelor longitudinale ale barelor îmbinate, puncte purtînd numele de noduri Legăturile pasive exterioare sînt realizate prin cuple cinematice de clase inferioare — fire (cabluri, lanțuri), reazeme și articulații —, aplicate totdeauna la extremitățile barelor, punctele teoretice de legătură exterioară puțind •coincide deci cu unele din punctele teoretice de legătură interioară, respectiv cu unele noduri din sistemele articulate ; execuția tehnică a acestor cuple cinematice poate avea însă forme specifice la unele tipuri de sisteme articulate Cu excepția greutăților proprii, care sînt de cele mai multe ori neglijate, toate solicitările exterioare active la care sînt supuse sistemele articulate — de regulă, forțe concentrate — sînt aplicate tot în extremitățile barelor, deci în punctele de articulație dintre ele, respectiv în noduri Sistemele articulate se numesc spațiale atunci cînd sînt solicitate de forțe exterioare active cu orientări și poziții oarocari în spațiu și plane atunci cînd toate forțele exterioare active care acționează asupra sistemului de bare se găsesc în același plan, în care se consideră situate și punctele de legătură pasivă, exterioară și interioară în cele ce vor urma, se va lua în considerație numai cazul plan al problemelor de mecanica sistemelor articulate în funcție de modul în caro se realizează legăturile interioare, •sistemele articulate se pot împărți în următoarele două tipuri principale : — poligoane ari iculale, atunci cînd fiecare bară are extremitățile articulate cu cîte o singură altă bară a sistemului, denumirea dată acestor sisteme articulate fiind justificată do faptul că în aceste conditimi configurația sistemului esto aceea a unoi linii poligonale, cu Probleme speciale ale mecanicii sistemelor de rigide laturile reprezentate prin axele longitudinale ale barelor și cu virtuțile reprezentate prin punctele teoretice de legătură interioară; — grinzi cu, zăbrelef atunci cînd cel puțin unele dintre bare au extremitățile legate cu mai multe bare — minimum două bare de o extremitate — ale sistemului mecanic Aceste din urmă sisteme articulate se găsesc, de regulă, în echilibru, fapt care va jusifica reducerea studiului mecanic al lor numai la aspectele statice Principalele probleme legate de mecanica acestor două tipuri de sisteme articulate vor fi expuse în continuare Scanned with CamScanner Mecanica poligoanelor articulate Dinamica pendulelor fizice n-uple (Problema Bradistilov-Mangeron) Fig Pendulul fizic n-uplu este un poligon articulat plan, format din n bare (Sf), {i = , , , n) articulate cap la cap, primul element, fiind îegat cu exteriorul printr -o articulație cilindrică, O, de asemenea cu frecare neglijabilă, iar ultimul element, ($я), avînd o extremitate liberă, (fig ) Pentru simplificarea calculelor se va considera că toate barele au aceași lungime și aceeași masă, adică lt= a; Mt = Mt « = , , ,») ( ) Probleme speciale ale dinamítíii sistemelor mecanice dar calculele vor puta fi cu ușurință refăcute pentru cazul mai general, cînd aceste mărimi ar avea valori diferite pentru fiecare bară a sistemului mecanic Scanned with CamScanner Fig Alegînd reperul fix Oxy și reperele atașate invariabil elementelor sistemului articulat considerat ca în figură, vor rezulta următoarele valori pentru numerele parametrilor de poziție variabili în timp ai elementelor sistemului = ; Pi = , (î = , , , n) ( ) acești parametri de poziție fiind reprezentați prin mărimile Qj cos J= J= în timp ce expresia energiei cinetice a primului element va fi r jdusă numai la termenul datorat rotației, adică Ϋ ( S) energia cinetică a elementului ($(), (i = , , n), determin ară prin relația = -j- ^ ) + JJ Φ J= ί=ί , ( ) rezultînd astfel următoarea expresie pentru energia cinetică a întregului sistem mecanic considerat : η σ Srf ( ) Probleme speciale ale mecanicii sistemelor de rigide mai rezultă & — “ I Σ Φ ) -i“ j- ( c = , , , w) De asemenea, în baza condițiilor ^Ф « £ φ, cos( ( ) — αφ + αφ + αφ?(φ —φχ) — — д , = ί«φ , = ]¿l+[tgT +(í l)Yp Scanned with CamScanner = ΊλιΤ-γΓ· ,τ'πcos? γ) ■ ' + [tg = V sm[ n γ și e sînt aceleași, se poate trage concluzia că nodurile poligonului articulat se găsesc, în condițiile precizate, pe curba У = Ætg φι+-£· Í x æ \ o ( ) reprezentînd o parabolă care trece prin originea reperului Оху și are concavitatea îndreptată în sus, axa parabolei ființl paralelă la axa Oy Problemi» sprelah» ale dinamicii ștștemclor mecanice Я Statica gr foie ilor cu zăbrele Scanned with CamScanner Grinzile en zăbrele, executate din molai — cel mai adesea — din lemn, sau din beton armat, sînt folosite în practică fio sub forma unor construcții independente — grinzi do poduri, fermo do acoperiș, stîlpi do susținere etc, — , fie ca elemento consti! uitive ale unor construcții mai complicate — cupole cu zăbrele, turnuri cu zăbrele etc O asemenea grindă este formată din două, trei, sau chiar mai multe bare principale de contui* — purtînd, în cazul podurilor, denumirea de tălpi — , fie drepte, (de ex , barele Л В, AC și CB din grinda cu zăbrele reprezentată in fig , a), fie cimbe, (de ex , bara HJI din grinda reprezentată în fig b), legate între ele printr-un număr oarecare de bare rectilinii cu secțiuni constante pe toată lungimea lor, purtînd numele de montanti atunci cînd au poziții verticale și de zăbrele în general, îmbinările interioare dintre bare sînt realizate, așa cum s-a mai precizat la începutul paragrafului, prin nituire, sudură, bolțuri, sau continuitate materială Legăturile pasive exterioare aplicate unei grinzi cu zăbrele sînt realizate prin reazeme, articulații, fire (lanțuri și cabluri) sau încastrări Reazemele aplicate grinzilor cu zăbrele sînt astfel realizate îneît să permită mici deplasări ale punctelor do sprijin la variațiile lungimilor barelor sub influența variațiilor de temperatură; după modul de realizare practică, razemole folosite la grinzile cu zăbrele se pot clasifica în : — Reazeme ou posibilități de deplasare bilaterală, realizate cu ajutorul articulației sferice O*, montată pe rolo cilindrice, (fig ,a), ultimele permițînd deplasarea grinzii în direcția tangentei la suprafața de sprijin, orientată după normala la axele rolelor; aceasta posi- Probleme spretale nie теслnicH sistemelor -sibilitâli dc deplasare bilateralii, situati) in planul normal la direcția do deplasare a centrului sferei de legătură Scanned with CamScanner Acest tip de reazem, reprezentat schematic in fig , b, ut ilizat in deosebi in cazul grinzilor spațiale, este folosit dc multe ori și în cazul grinzilor plane, în uit inia situație anulîndu-se, evident, și component a Z?r — Reazeme cu posibilități de deplasare multilateralii, realizate prin intermediul sferei de legătură (Sf) în contact direct cu suprafața care reazemă, permițând deplasarea punctului de rezemare al grinzii în orice direcție din planul tangent la suprafața de sprijin (fig , a) ; această posibilitate multiplă de deplasare a punctului dc rezumare anulează complet orice остро- Fig nentă situată în planul tangent la suprafața de sprijin a moțiunii legăturii, reacțiunea totală redueîndu-se ast fel numai la reacțiuuea normală la suprafața de sprijin, {li — N), Reprezentarea schematică a unui asemenea tip de reazem, utilizat în deosebi în cazul grinzilor cu zăbrele sațiale, se face ca în fig , b) Articulațiile fixe aplicate grinzilor ou zăbrele pot fi sferice, sau cilindice, după cum este vorba de o grindă spațială, sau plană Dacă se neglijează frecările— și aceasta se întâmplă curent in statica grinzilor cu zăbrele — , atunci torsorii în punctele teoretice dc legătură ai reacțiunilor articulațiilor se reduc numai la reacțiunile rezultante, descompuse în componente ortogonale — do regulă orizontale și verticale — și anume în trei componente în cazul grinzilor spațiale Problem» ярссіа!» ale (НжынІсіІ яідк’шеінг mecanice și in două componentei in cazul grinzilor plane; reprezentările schematice alo acestor articulații не fac, in statica grinzilor cu zăbrele, ca în fig , a pentru articulațiile spațiale și ca in fig , b pentru articulațiile cilindrice Scanned with CamScanner în ceea ce privește legăturile prin fire și ti je rigide, precum și colo realizate prin încastrare, ele nu se deosebesc cu nimic, ca realizare practică, de cele întâlnite în statica rigidului Calculul static al grinzilor cu zăbrele se efectuează în următoarele ipoteze simplificatoare : Io Considerarea tuturor legăturilor interioare dintre bare, indiferent de modul de realízalo a îmbinărilor, drept articulații foarte nuci, cu frecare neglijabilă ° Existența unor rapoarte neglijabile între dimensiunile secțiunilor transversale ale barelor și între lungimile lor ° Considerarea tuturor solicitărilor exterioare, active și pasive, la care este supusă grinda, ca acționînd numai în noduri ° Neglijarea greutăților proprii ale barelor, sau, în cazul cînd este totuși necesar să se țină seama de ele, descompunerea lor în cite Fig I U Probleme spcelale ale mecanicii sistemelor de ripide două componente egale, considerate aplicate în cele două noduri de la extremitățile barelor respective Toate aceste ipoteze simplificatoare permit să se asimileze grinda cu zăbrele ou un sistem do puncte materiale — reprezentate și aici prin noduri —, legato între ele prin tije rigide — reprezentate prin barele grinzilor — , eforturile în aceste tije, orientate după axele longitudinale alo lor, constituind forțele interioare corespunzătoare acestor sisteme articulate Fîg în cazul solicitării barei B\ B'} la întindere, (fig , a), eforturile în bare sînt tensiunile ( ) iar forțele interioare din nodurile corespunzătoare, Д și Bh vor fi orientate, conform principiului acțiunii și reaoțiunii, în sens contrar tensiunilor, adică vor fi orientate către mijlocul barei, ele satisfăcînd condiția cunoscută = — SJ( ( ) PioMenie speciale ale ăinapiicii sistemelor mecanice - S-a convenit ca în reprezentarea în schițe a acestor forțe interioare — numite, după forțele care solicită bara, tot tensiuni — , punctele lor de aplicație sa fio puse în noduri în cazul barei B'tB'f solicitată la compresiune, (fig , b), eforturile S'(J și = — S'i} sînt compresiuni, iar forțele interioare din nodurile B{ și B} vor fi reprezentate cu sensurile inverse sensurilor primelor două solicitări, cu condiția evidentă So = — S}i, ( ) convenindu-se totodată ca în reprezentarea în schițe ele să fie figurate cu vîrfurile vectorilor reprezentativi în noduri, pentru a putea deosebi astfel aceste forțe interioare — numite, după forțele S'i} și Sjj, tot compresiuni — , de tensiunile din situația precedentă De regulă, în problemele concrete de statica grinzilor cu zăbrele nu pot fi precizate de la început modurile de solicitare a barelor — la întindere, sau la comprimare — , deci nu pot fi precizate de la început, de cele mai multe ori, nici sensurile eforturilor din noduri De aceea, în aplicații, se atribuie eforturilor din bare sensuri arbitrare — obișnuit acela de tensiuni — , verifieîndu-se apoi, după rezolvarea sistemului de ecuații de echilibru, sensurile reale ale eforturilor respective, în funcție de semnele valorilor scalare, găsite din calcule, ale acestor eforturi,, valori scalare raportate la sensurile fixate arbitrar pentru vectorii reprezentativi ai acestor eforturi Precizările făcute mai sus permit să se tragă concluzia că o problemă de statica grinzilor cu zăbrele va putea conține următoarele neunoscute scalare : — un număr de r mărimi scalare caracterizînd torsorii reacțiunilor legăturilor pasive exterioare aplicate grinzii, reprezentate, obișnut, prin moduli, sau valori scalare, ale componentelor reacțiunilor legăturilor respective : — un număr de n eforturi necunoscute, egal cu numărul barelor grinzii, rezultînd astfel un număr total do s = we -r ( ) necunoscute scalare Ținînd seama că pentru fiecare nod pot fi scrise cito trei ®$bațn de echilibru în cazul grinzilor spațiale și oîte două ecuații de echilibru în caziil grinzilor plane, rezultă că pentru rezolvarea unei probleme Scanned with CamScanner Probleme speciale ale mecanicii sistemelor de rigide de statica· grinzilor cu tzăbrelo но va dispune de un număr de ύ = η ( ) ecuații de echilibru scalare în cazul grinzilor spațiale și un număr de e = n ( ) ecuații scalare dc echilibru în cazul grinzilor plane, да fiind numărul total de noduri Se înțelege că o primă condiție necesară a fi satisfăcută pntru rezolvrea prblemei de satica grinzilor cu zăbrele este valabilitatea egalității e = s ( ) b ’ ' * " ' ■ r · *■ : ‘ ' I x b ■ f m ' " / ■ - r - Întrucît, în condițiile ( ), sistemul de ecuații de echilibru formează un sistem de e ecuații algebrice liniare în cele e — r - n elemente necunoscute, pentru a se putea rezolva problema de statică a unei grinzi cu zăbrele va mai trebui să fie satisfăcută și condiția dc compatibilitate a sistemului de ecuații, exprimată prin egalitatea rangului p al matricei coeficienților cu rangul matricei sistemului — ultima fiind obținută prin adăugarea coloanei termenilor liberi la matricea coeficienților — și cu numărul e de ecuații în consecință, problemele de statica grinzilor cu zăbrele pentru care este satisfăcută condiția Scanned with CamScanner p = e = r * nb ( ) se vor numi static determinate și numai ele vor fi luate în considerație în cadrul mecanicii; unele din problemele static nedeterminate sînt rezolvate în cadrul altor discipline, introduoîndu-so noi ipoteze dc lucru, Metodele do rezolvare a problemelor de statica, grinzilor cu zăbrele — probleme în care se cere, obișnuit, să se determine reacțiunile legăturilor pasive exterioare și eforturile, fie în toate barele grinzii, fie numai în barele corespunzătoare unei anumite secțiuni Probleme speciale oie dino micii ^stemelor mecanice efectuată în grindă — corespund, datorită modului de modelare mecanică a grinzii — ca ansamblu rigid do puncte materiale legate prin tije — , metodelor generale ale staticii sistemelor mecanice, purtînd doar denumiri specifice in cazul grinzilor cu zăbrele Cele mai des folosite dintre metodele de rezolvare a problemelor de statica grinzilor cu zăbrele sînt următoarele : Scanned with CamScanner Metoda izolării nodurilor Corespunde metodei separării corpurilor din statica sistemelor de rigide, care constă în a scrie ecuațiile de echilibru de forțe pentru fiecare din nodurile B¡ ale grinzii, considerat izolat din grindă, (fig ), în calcule intrînd atît forțele exterioare — active și de legătură — , cît și efotrurile corespunzătoare barelor care se articulează în nodul considerat Pentru ca rezolvarea sistemului, format din m ecuații — respectiv, n ecuații in cazul plan — scalare de echilibru să fie mai puțin laborioasă, se recomandă să se plece tot deauna de la nodul liber în care se intilnesc numai trei bare în cazul grinzilor spațiale și numai două bare în cazul grinzilor plane, pentru ca primul subsistem de ecuații de echilibru să conțină astfel un număr de necunoscute — reprezentate prin eforturile în barele corespunzătoare acelui nod — egal cu numărul ecuațiilor de echilibru ; trecerea dela un nod la altul se va face apoi astfel îneît, folosindu-se eforturile determinate anterior, pentru orice nod nou ales să nu intre, în ecuațiile de echilibru, decît trei — respectiv două în cazul plan — eforturi necunoscute de de- terminat Această metodă, în general foarte laborioasă datorită numărului mare de ecuații ce trebuiesc rezolvate, este folosită în deosebi în cazurile cînd se cere să se determine toate eforturile interioare Metoda secțiunilor (metoda Bitter) Corespunde metodei echilibrului întregului sistem și al părților din statica sistemelor de rigide și constă în a scrie și aici, măi întîi, ecuațiile de echilibru pentru întreaga grindă considerată ca un rigid, Probleme speciale ate mecanicii sistemelor de rigide determinîndu-sc, obișnuit, din aceste ecuații elementele necunoscute din torsorii reacțiunilor legaturilor pasive exterioare aplicate grinzii Se consideră apoi grinda secționată în zona în care se cere determinarea eforturilor în bare, scriindu-se ecuațiile de echilibra — atît Fig cele de forțe, cît și cele de momente — pentru una din cele două porțiuni obținute prin secționare, după introducerea in prealabil a eforturilor corespunzătoare barelor secționate, (fig ) ; pentru ca noul sistem de ecuații să fie compatibil în raport cu noile necunoscute introduse prin secționare, va trebui ca numărul de eforturi necunoscute din barele secționate să fie egal cu numărul de ecuații scalare de echilibra ce pot fi scrise pentru porțiunea respectiv — adică, bare in cazul grinzilor spațiale și bare în cazul grinzilor plane — și, in același timp, porțiunile secționate să fie complet separate una de alta Metoda este folosită, in deosebi, în cazurile cînd se cere să se determine eforturile în ba- rele unei anumite secțiuni prin grindă Pentru a se lucra și aici cu ecuații de echilibru cît mai simple, adică cu ecuații în care, în fiecare din ele, să figureze un număr cit mai mic de necunoscute — lucru posibil de realizat numai în ecuațiile de momente axiale, prin alegerea convenabilă a polilor în raport cu care se scrie ecuațiile de echilibru —, este recomandabil ea la scrierea ecuațiilor de momente pentru porțiunile izolate din grindă să se aleagă ca poli punctele do intersecție a col puțin două din axele barelor secționate, în acest mod momentele eforturilor necunoscute corespunzătoare acelor bare —egale cu zero în această situație — numai figurînd în ecuațiile de echlibru de momente Pnibfetiu· speciale ale dinamicii sistemelor mecanice Metoda deplasărilor virtuale Scanned with CamScanner Utilizată pentru determinarea eforturilor în unele grinzi mai simple, constă în suprimarea barei în care trebuie determinat efortul (de ex , bara AB din grinda reprezentată în fig ) și înlocuirea afectului ei cu eforturile corespunzătoare, adică în exemplu considerat Sjb = — = — S, ( ) Fig considerate însă acum ca forțe exterioare necunoscute ce acționează asupra sistemului mecanic obținut din grindă prin secționarea barei menționate, sistem care, obișnuit, are un singur grad de libertate ; egalarea cu zero a forței generalizate active — în calculul căreia va intra, evident, și efortul din bara secționată, considerat, așa cum s-a mai precizat, ca forță exterioară activă necunoscută — corespunzătoare acestui sistem mecanic, va furniza o ecuație, din care se va putea scoate valoarea efortului din bara desființată Astfel, în exemplul din fig , prin desființarea barei AB s-a obținut iui sistem mecanic format din următoarele elemente : — bara AC care, datorită articulației cilindrice exterioare din A, are poziția determinată printr-un singur parametru de poziție Prob teine speciale я te mecanicii sistemelor de rigide variabil in timp, acesta fiind unghiul de rotație φη rezultînd astfel valoarea Pi = ; — bara CB, în mișcare plan-paralelă, supusă la o singură legătură exterioară — reazemul pe suprafața de sprijin în punctul В — , exprimată prin o singură ecuație de legătură, (j/ ξ ), în condițiile alegerii reperului fix Οχι/ ca în figură), care reduce la valoarea p,= numărul parametrilor de poziție independenți ai barei Olì izolată din sistem Avînd în vedere că numărul ecuațiilor de legtură interioară — reprezentată numai prin articulația din C, este de lint = , rezultă că sistemul meèanic obținut prin, desființarea barei AB va avea un singur grad de libertate jp = - V ^tnt = ('Pi jps) ^int = '· ( ) Alegînd polii invariabil legați de cele două elemente ale sistemului mecanic ca în fig , ( ( ) adică relația — ?! cose»! | FI δφχ — (?! costp! + ? СО ( ) din care, dnpă exprimarea, în baza ecuațiilor de legătură interioară, a deplasării virtuale δφ în funcție de coordonata generalizată c^ide deplasarea virtuală generalizată δφι și după simplificarea prin δφ ? ar fi rezultat din nou expresia forței generalizate, egalate cu zero, a sistemului mecanic considerat și deci, din ea, valoarea efortului S în bara suprimată Metoda înlocuirii barelor (metoda Henneberg) Pentru cazul grinzilor plane static determinate și rigide, metodele, prezentate pînă acum, de rezolvare a problemelor de statică presupuneau îndep inite una din următoarele două condițiuni : — fie existența a cel puțin unui nod nesupus la legături exterioare în care să se întîlnească numai două bare ale grinzii, condiție care face posibilă folosirea metodei izolării nodurilor ; — fie existența posibilității de efectuare a unei secțiuni a grinzii în două părți complet separate una de alta și care să taie un număr de trei bare neparalele, condiție care permite utilizarea metodei secțiunilor în unele aplicații tehnice sînt folosite însă și grinzi rigide static determinate care nu satisfac nici una din cele două condițiuni menționate mai sus și pentru caro deci nu poate fi folosită nici una din metodele expuse în subpuntole procedente Există însă uneori posibilitatea transformării unei asemenea grinzi static determinate în alto grinzi, tot static determinate, cu același număr de bare, dar prezentînd, după transformare, cel puțin un nod în care să se întîlnească numai două bare, astfel încît să li se poată aplica metoda izolării nodurilor pentru rezolvarea problemelor de statică Scanned with CamScanner Problema speciale ale dinamicii sistemelor mecanice *J b Fig О asemenea transformare so poate realiza prin următoarele procodeo : — suprimarea unui număr de m ba-re, înlocuindu-se efectele lor prin eforturile corespunzătoare în nodurile extremităților lor , eforturi considerate însă, ca și în cazul utilizării metodei deplasărilor virtuale, forțe exterioare necunoscute ; — adăugarea unui număr egal de m bare, astfel îneît să se realizeze rigiditatea grinzii — distrusă prin suprimarea primelor bare — cu menținerea stării inițiale de echilibru, ceea ce înseamnă că eforturile în noile bare adăugate vor trebui considerate egale cu zero Astfel, grinda din fig , a, în care în nodurile ( ), ( ), , ( ) se întîlnesc cîte trei bare, iar în nodul ( ) se întîlnesc patru bare, poate fi transformată, prin suprimarea barelor ( — ) și ( — ) și introducerea eforturilor S A = — S = ^ și S = = — S = JT , într-o grindă nouă, reprezentată în fig , b, func-ționînd în condiții identice, prin a-dăugarea, pentru menținerea rigidității, a barelor ( — ) și ( — ), cu eforturile în aceste noi bare satisfăcînd condițiile Scanned with CamScanner — δ — Sj — S — ( · · ) Această posibilitate de transformare a permis elaborarea unei metode de rezolvare a problemelor de statică și pentru categoria de grinzi cu zăbrele menționate mai sus, această metodă, purtînd numele de metoda inloouirii barelor, sau metoda Henneberg, bazindu-se pe următoarele considerații : ) Numărul m de bare oe urmează a fi suprimate și înlocuite cu altele trebuie astfel ales incit să permită utilizarea, pentru întreaga grindă transformată, a metodei izolării nodurilor, adica nu este suficient să se creeze un nod în caro să se întîlnească numai doua Probleme speciale ale mecanicii sistemelor de ripide bare, ci trebuie sã poată exista și iu continuare noduri în care, uti-lizîndu-se eforturile cunoscute din nodurile anterioare, să existe numai două bare cu eforturi necunoscute ; se face mențiunea însă, că pentru foarte multe din grinzile cu zăbrele din această categorie folosite în practică, este suficient să se înlocuiască o singură bară, pentru a se putea aplica metoda lui Henneberg ) Forțele introduse pentru compensarea efectelor barelor suprimate, notate in continuare, într-o ordine absolută arbitrară, cu simbolurile Xk{k = , , , m) deși vor reprezenta eforturile în barele suprimate, vor fi considerate încărcări exterioare necunoscute, ) Pentru încărcările exterioare — și deci și pentru încărcările suplimentare — este valabil principiul suprapunerii efectelor — justificate prin caracterul liniar al ecuațiilor de echilibri în raport cu eforturile necunoscute din bare, deci prin dependența liniară a eforturilor de încărcării— , cu următoarele consecințe : — eforturile Si} din barele grinzii transformate vor fi exprimate liniar in funcție, pe de o parte, de eforturile datorate încărcărilor reale din grinda inițială, notate cu simbolurile ^ și, pe de altă parte, de eforturile datorate fiecărei din încărcările suplimentare Xk, notate cu simbolurile *, adică se poate serie in ί} = $ ~ Σ *, ( ) *=i relație cate își va păstra valabilitatea, evident, și pentru eforturile din noile bare introduse, notate cu simbolurile Sfa, adică vor putea fi scrise și relațiile W = &? + Σ Wî ( ) — fiecare din eforturile suplimentaro Sfa și va fi proporțional cu încărcarea Xk, adică se vor putea scrie relațiile % ' Ì ' i = afaXk ; Sfak = sfaXk, (k = , , m) ( ) factorii de proporționalitate sjj și ttfak numiți în continuare coeficienți âe încărcare, putînd fi determinați prin aplicarea, perind^ a metodei izolării nodurilor grinzii transformate, considerată in echilibru numai Scanned with CamScanner I'ioblenit’ speciale nl·* dinamicii ніяіетсіаг mecanice sub încărcarea Л\ = l ; Х„ — (I ; (Л , к « , , m; к h) ( ) și observîndu-κο că în aceste condițiuni vor fi valabile relațiile = «ii · î Stf = ■ = > , · · prin rezolvarea, în condițiile valorii diferite de zero a determinanti! ui coeficienților necunoscutelor, adică Δ = ΙΚΙ[^ο» ( ) Scanned with CamScanner Probleme speciale ale mecanicii sistemelor de rigide condiție satisfăcută în celo mai multe din situații, va permite determinarea eforturilor necunoscute Xk și deci, prin înlocuirea lor în relațiile ( ), vor rezulta și eforturile din restul barelor grinzii Considerațiile precedente permit să se precizeze și etapele de lucru în rezolvarea problemelor de statica grinzilor cu zăbrele din categoria menționată prin metoda înlocuirii barelor : — Scrierea ecuațiilor de echilibru pentru întreaga grindă inițială, considerată ca un rigid în echilibru sub acțiunea încărcărilor exterioare și a reacțiunilor legăturilor pasive exterioare aplicate ei ; rezolvarea acestui prim sistem de ecuații va permite determinarea — în mod obișnuit r = — a reacțiunilor legăturilor exterioare, care vor fi considerate, în continuare, încărcări exterioare date : — suprimarea numărului m necesar de bare și adăugarea altor m bare, astfel îneît să fie aplicabilă grinzii transformate metoda izolării nodurilor ; folosind ultima metodă numai pentru încărcările exterioare și cele corespunzătoare reacțiunilor exterioare ale grinzii transformate — nu și pentru încărcările Xk — , se vor determina, din ecuațiile de echilibru, valorile și S*}° ale eforturilor în bare ; — determinarea, pentru fiecare din eforturile suplimentare tot prin metoda izolării nodurilor, a coeficienților de încălcare Și shii corespunzători încărcărilor unitare de forma ( ); — formarea sistemului ( ) de ecuații și rezolvarea lui în raport cu eforturile Xk, (fc = , , , ?n) ; — determinarea, cu ajutorul relațiilor ( ) a eforturilor reale din barele netransformate ale grinzii cu zăbrele în aplicațiile practice se obișnuiește ca toate aceste date să fie trecute într-un tabel avînd forma de mai jos Scanned with CamScannei к * · · «o ■ · * Si çfc Y » « « «· k= ^ p'u # • · · Sl • · « S « • • • · · V î « • ♦ · •аж ΙΛ • • SÍ, · • • « « « • • « » * • * • » · · • • Shl • • • • · · • • « o* m « • • , putîndu-se scrie deci · dR = dÑ - dõ ( ) Deoarece și aceste reacțiuni sînt distribuite pe toată lungimea firului — considerat în întregime rezemat pe suprafața (Σ) — , se va putea defini și acum o reacțiune normală specifică, funcție de punct, coliniară cu vectorul grad/ corespunzător centrului elementului de fir, această reacțiune normală specifică putînd fi notată și acum Xgrad, cu factorul de coliniaritato λ depinzînd însă de poziția pe fir a punctului de rezumare în consecință, ținînd seama și de legea lui Amonton-Coulomb, care dă mărimea forței do frecare la alunecare în funcție de mărimea reacțiuni! normale, se vor putea scrie următoarele expresii pentru cele două componente ale reacțiunii suprafeței (Σ) exercitată asupra elementului de fir AB : Scanned with CamScanner dN = λ grad / ds, ( ) Probleme speciale ale mecanicii sistémelo·,· de rigide respectiv (ΖΦ = — μ ( λ grad f I ds τ* ( ) în baza relațiilor ( ), ( ), ( ) și ( ), va putea fi scrisa acum următoarea expresie pentru rezultanta tuturor forțelor elementare exterioare pasive ce acționează asupra elementului de fir AB : d&p = dR¡, + dR = — φ (r) ds τ* -|- + λ grad fds — μ /λ grad fțds τ* ( ) — Forțe interioare, reprezentate prin tensiunile TA și TB din punctele A și В de separație a elementului de fir considerat, de restul firului Pentru aprecierea valorii rezultantei acestor două forțe, se va observa că în cazul cînd elementul de fir nu ar fi solicitat de nici o forță exterioară și s-ar afla în repaus sau în stare de mișcare rectilinie uniformă, atunci cele două tensiuni din punctele J și В ar trebui să formeze un sistem echivalent cu zero, adică, dacă tensiunea din J este Scanned with CamScanner atunci tensiunea din В ar trebui să aibă valoarea TB = T Existența forțelor exterioare elementare, care voi· da o rezul -tantă tot elementară, precum și a forței elementare de inerție cores -punzătoare elementului considerat de fir, impune însă o creștet e geometrică — evident, tot elementară — a tensiunii din punctul В, pentru a compensa forțele elementare menționate mai sus, ceea ce înseamnă că tensiunea din punctul B va fi în realitate în comparație cu tensiunea din J , care are valoarea TA = — ’ Probleme «premie nie dinamicii ¿hfcmclor mecania? Ìli consecință, rezultanta forțelor interioare care acționează asupra elementului de fir — rezultanta tensiunilor din extremitățile firului ΛΒ — va avea valoarea d^lnl = dT ( ) în baza, principiului al doilea· al dinamicii, aplicat elementului de fir in mișcare, se va putea scrie acum relația dm a = dfa + d rp + d^iltl, ( ) sau încă, ținind seama de expresiile stabilite mai sus pentru diversele forțe, precum și pentru masa elementară dm, se obține, după împărțirea prin ds și trecerea tuturor termenilor într-un singur membru, relația dT Z — + (p - P¡«) ~ φ(») τ* + λ grad/— μ ! grad/Ιτ* = , dș ( ) reprezentînd ecuația· vectorială generală a mecanicii firelor în cazul cînd firul ia forma unei geodezice a suprafeței de reazem, ceea ce înseamnă că vectorul grad / are aceeași direcție ca și versorul V al normale principale la curbă, putîndu-se scrie deci λ grad/= λ ¡grad/¡V ( ) — semnul scalarului λ urmînd să fie precizat in funcție de orientarea reacțiunii normale în raport cu versorul v — și dacă alunecarea firului se face numai în lungul acestei geodezice, rezult ind astfel condiția τ* = r , ( - ) atunci ecuația vectorială ( ), in curo, în aceste condiții, rezistența mediului devine, de regulă, neglijabilă (φ (г) » ), iar primul termen poate fi exprimat, cu ajutorul primei formule a lui Frenet, sub forma (T x) ~ x - T — = — t - — V, ( ) ds ds ds ds ?c Scanned with CamScanner t Probleme speciale ale mecanicii sistemelor jle rigale va lua forma mai simplă Л ηπ Φ — τ -V - (p — pt â) - λ I gi’ad/l v — μ |λ grad/| τ = f/S pe ( ) purtînd numele de ecuația vectorială a mecanicii firelor situate pe geodezice și aluuecînd în lungul lor Din ultima ecuație, prin proiectare pe axa bi normalei, rezultă condiția = θ> ( ) care scoate în evidență faptul că firul va lua forma unei geodezice a suprafeței de sprijin numai atunci cînd, în condițiile precizate mai înainte, forța activă specifică care îl solicită se va găsi în permanență în planul osculator al geodezicei respective Ecuații e generale ( ) și ( ) capătă următoarele forme particulare : Io Ecuațiile vectoriale ale dinamicii firelor libere pentru condiția λ = , rezultînd astfel respectiv - (p — pi «) — φ (ν) τ* = , ( ) ( ) UT JT , ~~ τ V - (p — p, «) = , «« p ( ) Probleme speciale ole dinamicii sistemelor mecanice ultima, reprezentind ecuația vectorială a dinamicii firelor libere sub forma intrinsecă ° Ecuațiile vectoriale ale staticii firelor rezemate pe suprafețe Corespund condițiilor V = ; « = , pentru care rezulta ■· Î ' v'‘ * * ”■ λ = ( ) rezultă ecuațiile ^+p*~ Pi® = ; + piÿ = ; ~ vpz- pia = » tis tis tis ( ) * X i respectiv df Λ T , ν’ η — + Α~ p, V = Û; — -ρν- Ρι — = Pc Po —c ( S ) ·Ι Probleme speciale ale mecanicii sistemelor de rigide ■к ° Ecuațiile scalare ale staticii firelor rezemate pe suprafețe Scanned with CamScanner Corespund condițiilor v = ; â = , b‘ cu consecințele = ; â? = ÿ = £ = , pentru caro rezultă L- ' ■ ‘ ’ i ··; ·' * s ' , J ■; - , - - f i ■ ¡ ■ ’ , ■ λ ~~p\y grad/Ia* = ; ds ox ^ + >/+λ = ; ,· ds dy » ' R ■ · - ' “ - - : ж +pe + λ-|ί — μ| Xgrad/Ιγ* = , ds om respectiv · dT — ·+·ί>τ r μ I λ grad/l ; tZs T -HPv+ λ I grad/| = pc ( ) ( ) ( ) ( ) ° Ecuațiile scalare ale staticii firelor libere Corespund condițiilor λ = ; V = ; tt= , ( ) Probleme speciale ale dinamicii sistemelor mecanice cu consecințele V = o ; & = ÿ = z = , ( ) cînd ecuațiile de echilibru iau formele Scanned with CamScanner —-* -^= ; —-+b = ; '~ + A = O, » ds ds as ( ) ( ) Probleme uzuale de statica firelor în continuare, vor fi rezolvate următoarele probleme concrete de statica firelor, interesînd în mod deosebit aplicațiile tehnice : Echilibrul firului liber, de greutate neglijabilă, tensionat la extremități * ‘ t ‘ ■ ’ t Considerînd un element de fir do lungime ds, rezultă, în baza enunțului problemei, următoarele condiții cinematice și dinamice ‘ ?·-·■ > *: Η ί f ; ■ Ă= ; Ó ; λ Ξ ; " p = , ( ) pentru care ecuația vectorială generată ( ) a mecanicii firelor ia forma simplificată , ¿= o ’ ’ ( ) tis Problerjie speciale ale mecanicii sistemelor de rigide conducînd, prin integrare, la concluzia T = T° = Τ°τ° ’ ( ) Scanned with CamScanner τ° fiind versorul tangențial la curba de echilibru, constant, după cum se vede, în cazul de față Ultima relație permite să se tragă concluziile: — forma curbei de echilibru a firului este, în aceste condițiuni, aceea a unei drepte ; — tensiunea are aceeași valoare în orice punct al firului Ultima concluzie este valabilă și pentru punctele extreme, J și B, ale firului, (fig ), ceea ce înseamnă că tensiunile în aceste două puncte vor fi reprezentate chiar prin forțele active de tensionare, Fr și F f adică y = - T° = ; TB = T° = F f ( ) aceste două forțe formînd, în cazul firului în echilibru, un sistem de vectori direct opuși Echilibrul firului liber, de greutate neglijabilă, fixat la extremități și supus la sarcini concentrate ■ '■ ■ ■ b y ■ ·; , dacă unghiul este descris în sens direct socotit de la axa (λυ și cu a( ,) - b Tttx φ a , t=t unde ·*(>,)-± », | Í, ( ) Scanned with CamScanner Probleme speciale ale mecanicii sistemelor de rigide cu semnul precizat după regula observatorului, iar a și b sînt coordonatele, în raport cu reperul ales, alo celui de-al doilea punct de fixare, B, al firului, (fig ) S-a obținut astfel un prim sistem de ecuații algebrice în necunoscutele ΤΑχ, ΤΛχ, Τηυ și Tliy Considerînd apoi porțiunea de fir AA A , , A}, considerată secționată în punctul Af și solidificată, se vor scrie, după introducerea Scanned with CamScanner tensiunii interioare ÎTW+ din punctul de secționare Aj, (fig ), următoarele ecuații de echilibru : -^лх "ί- Σ I I C Sa ( ) Σ №' se vor putea găsi proiecțiile pe cale două axe de coordonateale tensiunii ’ și deci panta, dată de relația tg γ, = -Î Ü-, ·>ί ( ) a porțiunii de fir AjA ; intersecția suportului (Δ ) a forței F cu dreapta trecînd prin punctul A și de pantă egală cu tgy , va permite să se determine, în continuare,’poziția punctului A (л’ла, Улг), coordonatele acestui punct, r^și reprezentând rădăcinile sist emului de ecuații (x cosp - ?/ sinp — b — ; У — Ул, — tg Yia (x — xAî) = ( ) Probleme speciale ale mecanicii sistemelor de rigide Scanned with CamScanne Repetînd metoda de lucru la punctele următoare, se va putea determina întreaga configurație a punctelor A{, precum și tensiunile din aceste puncte Rezolvarea problemei se simplifică în mod apreciabil în cazul cînd forțele sînt sarcini verticale, (fig ), = ) ; Ftv =— Pt = ' и γ r ■ J ăȚ ăs ea conducine!, prin integ rare, la relația i ♦ f ■ Í’»í ■ ■ « * r * T -Ττ > r ti -¡Л M f Í ãT=—~—(Á J L ’ T ,· Τβ"τ’ ’d * sau încă, efectuînd calculele, la relația ' t I · nrv ■■■ rno—ft -*·’ — - numele de parametrul lănțișorului — , respectiv, valoarea constantei de integrare Tl=pa ( ) Odată cu a, rezultă că sînt necunoscute și coordonatele punctelor de fixare a firului, B^ — l ; zx) și B (Z , ?i ) (fig ) Scanned with CamScanner Ț Intr-adevăr, despre sistemul de axe carteziene, în raport cu care a fost stabilită ecuația curbei de echilibru al firului s-a precizat doar faptul că axa Oy este verticală și trece prin poziția cea mai coboiîtă, G, a firului, ceea ce înseamnă că nu sînt cunoscute, direct, — ele uimind să fie determinate din calcule — atît distanțele punctelor și B la axa Oy, notate cu și l , cit și distanțele și ale acestor puncte la axa Ox, aceste din urmă distanțe necoincizînd, prin fixarea condiționată a originii , cu înălțimile Iii Și H ale punctelor respective în raport cu orizontala do referință aleasă inițial, (fig ) Se va arăta, în continuare, că toate aceste mărimi necunoscute, a, Zj, l , li·! și h , vor putea fi determinate în funcție de mărimile L, și h , considerate date, precum și în funcție de distanța/ a punctului O la orizontala ce trece prin extremitatea a firului, distanță purtînd numele de săyeată a firului în raport cu extremitatea B, și care, în aplicațile tehnice, poate fi măsurată prin diverse metode —c Probleme speciale ale mecanicii sistemelor de rigide într-adevăr, in afara relațiilor evidente Scanned with CamScanner - = = a +/ j ^ — f Λο> ( ) mai pot fi scrise,următoarele două ecuații care, împreună cu cele trei precedente, vor permite determinarea celor cinci mărimi necunoscute : — Relația exprimînd lungimea totală a firului, adică sau încă Tj — sh ( —Ì - sh ( —; ( ) \a / \ aJ — Ecuația lănțișorului, verificată de coordonatele unuia din cele două puncte de fixare,· de ex , de coordonatele punctului B : «+/+», = ««»(—)· ( ) \ a ) * *·’· -’ΓΪ J· J ГЦ' ·' и; Rezolvarea acestei probleme se simplifică în mod apreciabil in cazul — frecvent întîlnit·,' de altfel, în aplicații — cînd cele două puncte de fixare sînt situate pe aceeași orizontală, (h ь= ) și cînd, datorită simetriei, în aceste condițiuni, a curbei in raport cu axa Oy, rezultă ! ' ' : · ; ■' ·*ι·>! · ·’ J : ?! = /, = ? ( ) f rj* ’ ' ' ’ · ■ h / i * J ? : ’ ' f ! în această situație, relațiile ( ) și ( ) capătă formele particulare ' “ — = «»»(—); в+/ = пел( ) · ( ) ϊ V a} \ a J Probleme spt’cjole ole dirrnmieU yiyf -mdor mecanice Ü ele fumizînd, prin ridicarea la păt rat și soădeiv, precum și prin eon-siderarea relației cunoscute Scanned with CamScanner - / ■ Îioi- -C? ' ‘ -i ; ; : ’ precum și ordonata comună a celor două piuicto de fixare : Jt = ? = й - « ¿ y = p ( ) •j · ■ - r / Cu aceasta, se poate trece la rezolvarea celei de-a doua probloinc a staticii firelor, adică la determinarea tensiunii într-un punct arbitrar al firului Avînd în vedere relațiile ( ) și ( ), se poate scrie Probleme speciale ale mecanicii sistemelor ^te rlf/ldc sau încă, ținînd scama și do notația ( ), inai rezultă (*v \ — i — py » a ) ( ) Scanned with CamScanner ultima relație permițând să se tragă concluzia că mărimea tensiunii intr-un punct arbitrar al firului este direct proporțională cu ordonata acelui punct în sistemul de axe carteziene în raport cu care a fost scrisă ecuația lănțișorului sub forma ( ) în consecință, ținînd scama și de expresia ( ) a ordonatei i, comună punctelor Д și B , rezultă următoarea valoare pentru mărimea tensiunii firului în cele două puncte do fixare : P — pL fiind modulul greutății totale a firului ’ ( ) Echilibrul firului greu omogen liber, cu extremitățile fixate după tensionare puternică ' r» ;; ■ ■* ’ în cazul firului greu omogen, fixat la extremități după o tensionare prealabilă foarte puternică, săgeata maximă a firului devine toarte mică în comparație cu sfertul distanței dintre celo două puncte de fixare, considerate și acrim situate pe aceeași orizontală, adică se poate scrie condiția ;I (’ care permite să se accepte aproximarea • · i ■■ ■ ' \ ț , j L » , ( ) Probleme speciale ale dinamicii sistemelor mecanice asemenea situații, în caro lungimea firului devine, practic, egală cu distanța dintre punctele de fixare, puțind fi întîlnite la cablurile aeriene telefonice, la conductorii aerieni pentru transportul energici electrice etc Ultima relație conduce la următoarea expresie pentru constanta a : Scanned with CamScanner Z - / Z - / Λ /Ц / “ / “ / ( ) care, in baza condiției ( ), mai poate fi aproximată cu valoarea rezultînd astfel și pentru constanta de integrare T°x valoarea aproximativă ; «V i-j ; -иг, ; ■ ; ·· fb O ·; : «Ni '·· ' întrucît este evidentă și condiția І£І c , ( ) К ■ »І*Н î : ·■-■ Ш ’ : ‘ '-· va rezulta si pentru raportul — , cu a dat de relația ( ) și cu j · ’ Л raportul — satisfăcînd condiția ( ), inegalitatea { ■ Л , И = !£і = оХідаі ( ) d i i Probleme speciale ale mecanicii sistemelor de rigide X i"—* ( ♦ v în baza căreia, în dezvoltările în кегіе a lui e ° din ecuația lănțișorului adică X X - “+e"“) = — ¿P a ! Scanned with CamScanner x у = a ch t a X V a iC vor putea ii neglijați termenii conținînd raportul — la puteri supe-(I rioare putorii a doua Ecuația curbei de echilibru a firului va lua deci, în aceste condițiuni, forma ( ) reprezentînd, do asta dată-, o parabolă de parametru «, avînd axa Oy ca axă de simetrie și presentimi concavitatea în sus Întrucît derivata м = — va avea acum expresia d# //' = Л = ^ ( ) a l‘¿ rezultă următoarea valoare pentru mărimea tensiunii într-un punct arbitrar al firului, de abscisă x : sau încă, înlocuind pe a : Prpbhnnc «poflah» oh* formează cu normala principală a acestui core unghiuri egale cu ± I -~-l· «)· (fig , b) v Considerimi și acum un element de fir do lungime egală cu ds, determinat în raport cu primul punct do contact, Л, prin unghiul la centru și subintinzînd, la riadul său, un unghi la centru egal cu di> (fig , a) și ținînd seama ile faptul că în această situație apăsarea firului po disc nu so ’ >> f ■ n » ( , = — IdÑ\ I sina V — J ЙФ, Ir + |dJÑ | cosa · β ; · ( ) dR — — I dN Sin a "v — | ι?Φ |τ — |ЙЛТ cosa ·β, Probleme specfnlt? ale dinamicii ais tem rior mecanice expresiile forțelor de frecare fiind stabilite in ipoteza cã tendința do alunecare a firului este do la punctul Λ spre punctul li Avind, în vedere, pe do o parte, valabilitatea legii de frecare a lui Amonton-Coulomb, care permito sã se scrie relațiile Scanned with CamScanner ¡í/φι I = ¡¿J I dAj I ; | ( ) precum șt faptul că în condițiile evidente de simetrie față do planul (Π,) atît’a suprafețelor de sprijin, cît și în plasarea firului, sînt valabile condițiile Id-ÿJ == |dtf | == μι = μ = μ, ( ) ■ / ! : t — mai rezultă următoarea expresie finală pentru rcacțiunea totală dii a reazemului dublu : ■ « ■ ' ■ ? i ■ ' d^p = dii = — |O| sina · — μ |ίΖ#|τ ( ) L I ' '■,· ' * ί" * Τ I — Forța elementară interioară rezultantă, dată de relația dx dPint = d T = d(T?) = dTx+ Τύτ =dTx + T — ds = / j i i ' ’ = + —tfev, ( ) Pe CU çe — R și ds = R ds ( ) în consecință, ecuația de echilibru a elementului menționat de fir va avea forma dTx +—vds - |d^(sina· ν- μ|(Ζ^|τ =°, Probleme speciale ele mecanicii sistemelor de rigide sau încă, împărțind prin ds = R dă, mai rezultă dRb ' ' Ii ! sina · V — μ -— ds ds ( ) cu următoarele ecuații dc proiecții pe axele intrinseci atașate cercului - , Ml Rd& ds (ZT μ n JdlVL; = U , — -» Ii — silla = · ( ) ds Eliminarea lui ! între aceste două ecuații conduce la ds ecuația diferențială dT di> „lisina sau încă dT sina întegrînd, între limitele și pentru variabila și între limitele Тл și Tu pentru mărimea tensiunii T, se obține relația In sina sau încă π ! tíai,e Probicnu’ speciale ale diaomicii sistemelor mecanice Dacă tendința de alunecare a firului ar fi fost de la punctul В spre punctul A, adică forțele de frecare dU»t și d ar fi fost do sensuri contrarii celor stabilite in fig a, atunci ar fi rezultat relația Scanned with CamScanner T — —£ esiM| тв sau T ÎL = # $tn Jo ' JT, - x\ = Ç (««,, + » putîndu-se defini astfel și percuția rezultantă exterioară la care este supus elementul ( ¡), în baza relației '· · : · ■ Scanned with CamScanner i ț w ( · ) Jt acestor din urmii percuții corespunzindu-lo percuția rezultantă interioară ce acționează asupra elementului (£ *„· ί / ί+τ \ «>ί « = Σ Ι^ίμ * \ ^₽Γ(μ dt|= Σ ^σ(μΧ^ίμ ~ Σ ν^(°^ίμ) μ= \ Λ / μ·= μ« ( ) si ■ Γ' di = t Σ dii = Σ ï'Dii X ~ Σ^(^ίη υ)· ( ) Ultimele relații permit sã se traga conduzia cã integralele pe durata ciocnirii ale momentelor, rezultante în polul fix ale forțelor percutante reprezintă, în fond, momentele rezultante, față de polul fix considerat, ale percuțiilor la care este supus elementul respectiv, putîndU’Se scrie deci relațiile Г’ жм„,, d , reprezentînd și acum componentele torsorilor rezultanți în polul fix ai impulsurilor elementelor sistemului mecanic, corespunzătoare celor două momente extreme ale intervalului de timp τ cît durează ciocnirea Relațiile ( ), exprimînd teorema impulsului și teorema momentului cinetic în mecanica ciocnirilor, reprezintă forma de aplicare a teoremelor fundamentale vectoriale ale dinamicii sistemelor mecanice la ciocniri Aceste relații pot fi incluse într-una singură, sub forma ^(X() - ^(X?)= + ¿Г^) + ^( fn( ) (i = , , ,n) ( ) permițînd următoarea formulare globală a celor două teoreme fundamentale vectoriale : „Variația, în timpul ciocnirii,a torsorului față de un pol fix al impulsurilor unui rigid aparținînd unui sistem mecanic, este egală cu torsorul rezultant, în același pol fix, al percuțiilor exterioare, de legătură și interioare, la care este supus elementul respectiv” Este ușor de înțeles că în cazul rigidului asimilat cu un punct material se va lua în considerație numai prima dintre relațiile ( ), Probleme speciale ale mecanicii sistemelor de rigide în baza acelorași consideratami ca și in dinamica punctului material b) Teoremele torsorului impulsurilor corespunzătoare întregului sistem mecanic Prin însumarea fiecărei serii de ecuații din sistemele ( ) — de impulsuri și de momente cinetice — , scrise pentru toate elementele sistemului mecanic, vor rezulta egalitățile Scanned with CamScanner Л я n n n Σ - Σ ·*’ V Σ “J —— £ + Jí » ωθ] + ,”ι "i · ‘ » — · „ + V Σ [(·* (fc = , , , p) respectiv Qpcintk = Σ ^winti + ^Gi j ( ) ( ¿ = , , , p), și avînd modulii enormi, ca rumare a prezenței vectorilor și respectiv ^ intensități foarte mari Integrînd ecuațiile ( ) pe durata τ a ciocnirii, se obține sistemul de relații +τ , f d£ \ (·ι+τ d I — \ 'ί l qk ) Λ Scanned with CamScanner + ^«tAdÎ+^ ^f«i*dt ( c = , , ,p) Notînd cu , ,p) ( ) ( ) vitezele generalizate corespunzătoare momentului inițial al ciocnirii și cu î = S(î+t), = , , ( - ) vitezele generalizate corespunzătoare momentului final al ciocnirii, primele integrale din membrul sting al ecuațiilor ( ) vor putea fi -c Probleme speciale ale mecanicii sistemelor de rigide scrise sub forma Scanned with CamScanner '+- Λ M \ ( f d# \ d j — — = i — — I —— I » \ / \ /?·»?* (fc = , , ^) ( , ) întrucit cu toate că vitezele generalizate variază impulsiv, ter- menii au totusi mărimi finite vor putea fi acceptate aproxi- dqk mările \ -dt » , (fc = , , ,p) ( ) Jt dqk De asemenea, datorită modulilor finiți ale forțelor generalizate active, vor putea fi considerate practic egale cu zero’ și integralele lor pe durata ciocnirii, adică se va putea scrie CTQeftdt»O; (fc = , , ( ) Λ în ceea ce privește integralele pe durata ciocnirii ale forțelor percutante exterioare, ele vor avea expresiile /·«+» nr — дтг, «ft Ί λ dí - Σ [ (Ă· = , , j») sau încă, avînd în vedere faptul oă, odată ou parametrii do poziție — și deci cu coordonatele generalizate — rămîn neschimbate în timpul ¥ аѳ« ciocnirii și mărimile ~— și —— » do puțind fi scoase în conse· • XX л г dq* dqL cința, de sub semnele do integrare în raport ou timpul, se mai poate РгоЫсіпе speciale ) Dacă se ține seama acum și de semnificațiile integralelor din expresiile ( ), se capătă următoarele semnificații pentru integralele pe durata ciocnirii ale forțelor generalizate percutante exterioare : я Г— дгг- — — ôQ S, = (fc = , , , p) ( ) ultimele expresii putînd fi numite percuții generalizate exterioarei mărimile f'eztA au semnificații fizice de percuții, sau de momente ale percuțiilor, după cum coordonata generalizată corespunzătoare gradului de libertate fc este o coordonată carteziană, sau un unghi în mod analog vor fi definite și percuțiile generalizate interioare, ele avînd expresiile Ç Qvetnt¡¡ ~ Σ Sini( Λ i-ι L d l dqt (&— î> , , p) în baza relațiilor ( ), ( ), ( ), ( ) egalitățile ( ) vor lua formele ( ) și ( ) f £ \ ( ) (k = , , ,, ,ρ) Probleme speciale ale mecanicii sistemelor de rigide și vor reprezenta sistemul de ecuații Lagrange de specia a doua pentru mișcările impulsive ale sistemelor mecanice Introducine! impulsurile generalizate corespunzătoare celor două momente extreme ale duratei de ciocnire, adică Scanned with CamScanner / d£ \ Ί p -TT- = К - Σ » + (J™ УѴЦкЛ-І *-l Și (— =« = Σ»* «»Ммй ММаммм^М^МН fețe în contact — ultimólo fiind oonHldcrato perfect rigide ale elementelor (¿ϊ,) și (ó*,) alo Hlutoinuliii mooiwiio, Intro caro are loc ciocnirea interioară, (fig ), no vor putea «orlo următoarele ехргеніі pentru Scanned with CamScanner · Fig vitezele relative ale punctului teoreti de ciocnire interioară Di} din rigidul (S +M ( ) în cazul ciocnirii perfect plastice, ( c — ) ; se observă că in ultima situație rezultă concluzia vGl = VGif ( adică, în cazul ciocnirii perfect plastice cele două corpuri se deplasează, după ciocnire, cu aceeași viteză de translație, formînd deci un bloc unic în mișcare Dacă cele două corpuri care se ciocnesc sînt asimilate cu puncte materiale — de ex , sînt două sfere mici — , atunci ecuațiile ( ) și ( ) se scriu cu notațiile adoptate pentru asemenea situații, adică mlvl ψ m v = m v° ; i>; - $ ( ) notații cu care vor fi retranscrise și rădăcinile ( ) în ceea ce privește percuțiile interioare S(nhs == — ele vor putea fi obținute din relația exprimînd teorema impulsului scrisă Probleme speciale nie dinamicii sistemelor mecanice pentru unul din clemente, adică - Г? = - (^ - = - S(nr„, ( ) rczultînd astfel următoarele expresii pentru aceste percuții : SÎBhl = - ^) = » ( ) respectiv ®нпи = mi(vi — Vi) = — m (v -«?) = — in/îi ( ) pentru corpurile asimilabile cu puncte materiale ; în relațiile precedente, valorile scalare ale vitezelor de translație de după ciocnire vor fi înlocuite cu expresiile ( ) Ciocnirea dreaptă a unui corp în translație cu un masiv în repaus Fie (£x) un rigid în mișcare de translație, care lovește un masiv (S ) în repaus, (fig ), viteza centrului de masă al rigidului ($j) corespunzătoare momentului inițial al ciocnirii, fiind orientată după axa ciocnirii O primă consecință a faptului că cel de-al doilea coip este un masiv, va fi aceea că se va putea accepta aproximarea Л> » , ( - ) ЛГ„ Jfj fiind masa rigidului în translație, iar Λί masa masivului O a doua consecință a faptului că masa rigidului este enormă în comparație cu cea a primului coip, este aceea că șocmile care se vor transmite legăturilor exterioare la care este supus masivul vor Probleme speciale ale mecanicii sistemelor de rigide putea fi total neglijate, adică se va putea considera Scanned with CamScanne ( ) SU = Fig în consecință, ținînd seama și de faptul că ciocnirea fiind numai interioară rezultă și condiția = , ( ) va putea fi scrisă și de astă dată legea de conservare a impulsului sistemului mecanic, adică Jr = sau încă, ținînd seama și de condiția v°G = , mai rezultă vG + Ji vGi = Mj ( ) Proiectînd ultima relație pe axa ciocnirii și ținînd seama și de relația care traduce ipoteza lui Newton, se obține următorul sistem de ecuații algebrice în necunoscutele vGl și vGt : vG + M vGi = v°G ; —C ~^ - = - fc ( ) A Jhwbh'Hh* spedo h' nIr (ihuitnicli sistemelor tn ceo n ice Din prima enunț io, ținînd seama și do condiția ( ), rezultă concluzia ®σ — « - Ug,) = , -*’· in baza căreia, cea do-a doua dintre ecuațiile ( ) va furniza valoarea scalimi, raportat ă la versorul axei ciocnirii, a vitezei centrului de masă al rigidului in translație, corespunzătoare momentului final al ciocnirii vg, = —k r^ - ( ) Percuția interioară va fi data de relația üí»tn — ** i — ®G )· sau incă, ținînd seama și de relația ( ), se mai poate scrie a, ,„ = - + b) ÏJ, · în cazul cînd rigidul (£,) este asimilat cu un punct material, relațiile ( ) și ( ) vor fi scrise sub formele «i = —k t’î, ( ) respectiv + l-)gț · S\) și viteza de translație a rigidului (£ ) Sistemul mecanic format, din cele două rigide suferă numai o ciocnire interioară în punctele Z> = -^ ? care se transmite însă și in lagărele care imobilizează punctele Ci și C ale axei de rotație, în aceste puncte apărînd, în consecință, percuțiile de legătură cKj și cJt , normale — în condițiile precizate mai sus pentru studiul problemei— la axa de rotație și avînd, în raport cu polul Q = , (fig ), momentele ^tQ(^¡) = Λ^ζ) = r'Ci ; ' = Л'І ги = A “ > ( ) s respectiv Jf* = « Í «j = *^* = G Gj X -^ ^Gj) = X-^ ®G») ^ = = (^Ьіі X -^ VG»)^Î> sau încă, ținînd seama dc expresia analitică, în raport cu reperul Ç-ríyí-íj л vectorului r¿u : ri,» = Д Л — precum și do orientarea vectorului vGi = vGajî — tte fiind valoarea scalară a vitezei rG|, raportată la versoul axei Qy{, paralelă la axa ciocnirii (fig )—, care permit să se scrie JTb = ftjfg vG, (ii X Ji) Ii = bM vGt ( ) » = b ωι ( ) § » == C ; vDtlÁ = vDn - vOt ( ) Sistemul format din integrala momentului cinetic ( ) și din relația exprimînd ipoteza lui Newton va lua astfel forma ω " b ω i &CÜ! ~VGț * i - Γ = -Ic, ( ) respectiv forma J\ (Oj + bm v = Jj ω° bm n” ; δω? — ΐ> δωΐ — -fc, ( ) dacă elementul (S ) este asimilat cu un punct material, rădăcinile sistemului ( ) avînd expresiile “* - -, kj> -k M·· bV> "*?+b Jfа G+k~> i ; * vc, = ■ [J, Ь( + fc) «î + - к Jt) precum Probleme speciale ale сііііісдтіоіі· sistemelor mecanice și а percuțiilor de legătură SHy și Ж , ultimele normale la axa de rotație, se va observa mai întîi că percuția interioară = ®I — = ^Gj) = ( ) este orientată, în cazul de față, după axa ciocnirii, deoarece vitezele vGt și Vg, au, ambele, direcția axei ciocnirii Pențru determinarea percuțiilor amintite, se vor folosi ecuațiile de proiecție pe axele reperului invariabil legaț de rigidul (¿Í) ale relațiilor exprimînd teorema impulsului și teoreîna momentului cinetic scrise pentru acest din urma element, adică Scanned with CamScanne ( ) Жі - X? = ^(S ) + ^/(áJlJ + CU - ;J - ω°! ) X ré, ( ) =^ΙΜ(·^lroí = (- ¿íxe Jí + J &i)(W - ω?) \ ( ) Și •^(^ ) = *"Ζ>ιι Χ·® ~ Χ® JÍ; = r'CiX№¿í + î ( - ) йГ(Й ) = »otX^ = Mix№ji + ^Jî) Prin proiectarea ecuațiilor vectoriale ( ) pe axele reperului invariabil atașat elementului (SJ, rezultă sistemul de ecuații scalare ( ) -â^+^î ( ) MLa (ωχ - ω”) = â!ia ψ jq, + ; ( ) - J',„ («I - ωΐ) = MJ, - ft, ; ( ) - i ! ; ? : ϊ ; - ( ) - (ωχ - ω?) = - fcj sq, + h î ( ) - ω ) = & Sia , Probleme speciale ale mecanicii sistemelor de rigide Scanned with CamScanne în eazul cînd sînt satisfăcute condițiile ' V \ = ; / è=-A- = frí / ( ) adică atunci cînd axa de rotație este axă principală de inerție și distanța punctului-teoretic" de ciocnire interioară la axa de rotație este egală cu lungimea redusă a unui pendul fizic cu aceleași caracteristici inerțiale ca și ale rigidului și cu axa СХС funcționînd ca axa de suspensie, rezultă consecințele = , pentru care sînt satisfăcute condițiile de mai sus, este numit centru, de percuție și el joacă un rol important în aplicațiile tehnice ale mecanicii ciocnirilor, în care se urmărește eliminarea percuțiilor de legătură Pro b leme speda le ale dinamicii șiștemelor mecanice Йе reamintesc condițiile ce trebuiesc să fie satisfăcute pentru a exista un centru de percuție : — situarea centrelor de masa a celor doua corpuri, precum și a punctului de ciocnire interioară a lor, în același plan normal la axa de rotație ; — alegerea axei de rotație după o axă principală de inerție ; — stabilirea punctului de ciocnire interioară în planul ce conține axa de rotație și centrul de masă al corpului în rotație ; — orientarea percuției interioare după normala la planul ce conține axa de rotație și punctul teoretic de ciocnire interioară; — plasarea punctului teoretic de ciocnire interioară la o distanță de axa de rotație egală cu lungimea redusă a pendulului fizic reprezentat prin rigidul în rotație, în cazul cînd axa de rotație ar deveni axă de suspensie § Mecanica corpurilor cu mase variabile *’*···■* H în toate problemele de mecanică expuse în capitolele și,'paragrafele precedente ale prezentei lucrări, masele elementelor sistemelor mecanice examinate au foât sistematic considerate constante în timp, nu numai în sensul independenței lor de stările de mișcare ale corpurilor r ipoteză fundamentală a mecanicii clasice, care o de sebește fundamental de mecanica relativistă — ,‘ci și în sensul invariabilității în timp a cantității de substanță conținută de fiecare element al sistemului * - în aplicațiile tehnice se întîlnesc totuși și situații cînd elementele unui sistem mecanic — sau, cel puțin, unele din ele — schimbă continuu particole materiale, fie cu corpuri din afara sistemului, fie cu alte elemente din sistem, ca exemple concrete puțind fi date piesele care pierd, prin prelucrare la mașini unelte, straturi de material, bobinele pe care se înfășoară, sau se desfășoară straturi de fire, tobele pe care se înfășoară, sau se desfășoară, cabluri etc Acest schimb material continuu, care pentru un corp determinat poate fi fie un proces de anexare, fie unul de detașare, fie chiar într-un caz mai general, un proces simultan de detașare și de anexare de particole materiale, implică considerarea caracteristicilor inerțiale ale unui asemenea element ca funcții continue de timp, fără însă a se depăși prin aceasta cadrul mecanicii clasice, pe de o parte, pentru motivul că această modificare a caracteristicilor inerțiale nu este con- Scanned with CamScanner Probleme speciale ale mecanicii sistemelor de rigide cepută în sensul mecanicii relativiste și, pe de altă parte^ datorită faptului că schimbul de substanță cu exteriorul se efectuează, în fond, prin mase elementare, care rămîn constante pe toată durata procesului mecanic considerat ; ■ / Construcția mecanicii unor asemenea corpuri cu mase variabile în mișcare va fi prezentată în continuare Dinamica rigidului cu masa variabilă l » Modelul mecanic al dinamicii rigidului cu masă variabilă * r * Modelul mecanic care va sta la baza construcției mecanicii corpurilor cu mase variabile în prezenta lucrare este rigidul cu masă variabilă, cu substanța distribuită în trei subdomenii distincte : — un subdomeniu cu masă constantă în timp, repartizată într-un volum de asemenea constant, ; cu ' densitatea invariabilă în timp, funcție cel mult de punct, dacă subdomeniul respectiv nu este omogen; Ί L ' ■« * I·· I ™ anexate la momentul I variază instantaneu de la o valoare ț>e, corespunzătoare mișcării de dinaintea anexării, pînă la valoarea corespunzătoare poziției din rigid în care не face anexarea, iar viteza unei mase elementare caro не detașează la un moment l variază instantaneu de la valoarea õrf, corespunzătoare poziției din rigid în care se produce detașarea, pînă la valoarea v%, cu care не va mișca, după detașare, particula în spațiu ) Punctele teoretice do legătură cu exteriorul a rigidului cu masă variabilă sînt situate numai în subdomeniul cu masă constantă, aceasta însemnînd că pozițiile acestor puncte sînt independente de procesele dc anexare și do detașare de particule materiale ) Forțele interioare corespunzătoare întregului rigid cu masă variabilă, inclusiv cele din zonele de separație dintre subdomenii, formează, în cazul proceselor neimpulsive dc anexare și detașare de particule materiale, un sistem echivalent cu zero la nivelul întregului rigid ' ‘ ·' ) Mișcarea spațială a rigidului cu masă variabilă rezultă dintr-o translație spațială ©arecare și o rotație în jurul axei (Δ) de simetrie de revoluție în repartiția masei rigidului, іат această· axă își păstrează direcția fixă în spațiu Ipotezele adoptate mai sus permit să se aleagă axa (Δ) de simetrie de revoluție a rigidului ou masa variabilă ca axă Qz‘ a reperului (#') = Qtfy z' invariabil legat de rigid, cu originea Q a acestui reper aleasă în subdomeniul cu masă constantă ; celelalte două axe ale reperului atașat rigidului vor fi deci perpendiculare la axa do simetrie (Δ), (fig ) Alegerea, în baza ultimei i-poteze de lucru, a axei fixe Os a reperului absolut la caro va fi raportată mișcarea rigidului cu masă variabilă după o paralelă la direcția axei (Δ), va permite reducerea parametrilor de poziție ai rigidului F ë· , cu masă variabilă numai la colo trei coordonate ale polului Q și la unghiul de rotație proprie Afa(t) Cc ¡,z' Z^db-^b-^ г Scanned with CamScanner Probfeme speciale ale mecanicii¿sistenwlor de rigide în consecință, ecuațiile finite ale modelului mecanic considerat vor avea formele Scanned with CamScanner Xg — Xq ( Уд - Уд ( = Zg țt) φ = φ ( » ( ) iar parametrii cinematici de ordinul întîi și doi ai lui vor avea expresiile : ' Vg — Xgl-i-ljg] + Zq C; ω = φ &' = фЙ, ‘( ) respectiv · ■- · ; âg = жвг + ÿgj + , ~s = $k' — $k ( ) Probleme generale ale dinamicii rigidului cu masă variabilă · j °¿ Caracteristicile inerțiale ale rigidului ■ ■:'· ’ / eu masă variabilă ' ’ ' · ; '· ’a) Jfasa instantanee a rigidului óu‘masă variabila constantă Mc, corespunzătoare subdomeniului în care nu se produc schimburi de particule materiale cu exteriorul, va fi definită prin relația Xt = j dm ( ) (Afe) și ei îi va corespunde un centru de masă parțial al rigidului, Ce, cu poziție fixă în rigid și determinată, în raport cu polul Q, prin vectorul de poziție r'c, dat de relația r' dm г' (ЛГс) ’σ· -ж Л' \ ( ) • * »' · , ( ) (Λί ( , ( ) Jfg reprezentînd masa totală anexată la sfîrșitul intervalului de timp considerat ; masei variabile îi va corespunde un centru instantaneu parțial de masă, C , determinat în raport cu polul Q prin vectorul de poziție r'C(t dat de relația Scanned with CamScanner ( · ) Л · **· , ’ ( ( ) (Afillo» cu funcția JH (t) satisfăcînd condițiile Jfa( ) = ; Л/Л(У = ЛГ„> , ( ) Probleme^ speciale ale mecanicii sistemelor de rigide undo Jfjü esto masa totală detașabilă în intervalul de timp [ ;tz], existentă în rigid la momentul zero ; masa detașabilă la momentul iG[ ;#z]f aparținînd rigidului în acel moment, va fi determinată prin relația '· , m„m = M- MM > O ( ) Je fiind momentul de inerție față de axa Qz a subdomeniului cu masă constantă al rigidului, Ja(l) fiind moentul de inerție față de axa Qz' al masei anexate la momentul t, iar JJ}i> — t Momentul oinetie în raport cu polul Q al rigidului cu masă va' fiabilă, corespunzător momentului t Acest moment cinetic va fi definit prin relația Scanned with CamScanner Q — j r’ X dm o = y τ' X dm (vQ + ω x r') = (М(П) (Лф) = J τ' X dm vQ + ‘ r'r xdmvnt, ( ) (Μ(Π) eu J τ' X dm vQ'= J r' dm^ x vQ = Jf(t) τ'ο χ vQ ( ) și cu cea de-a doua integrală descompusă într-o sumă de trei integrale, corespunzătoare celor trei subdomenii distincte ale corpului, adică = J X dmvTet = p' x J r' X dmvret + №(()) (Mc) (Me(l)j ■ ; · ■ i ‘ - $ τ' X dm vret) ♦> ( , ) ► cu următoarele semnificații pentru fiecare din ele j τ' X dm vret = ț [τ' χ (ω x r')] dm = ( j (®' +ÿ* ) dmjwí' =J,w ; (Afe) (Mc) (Afe) ( ) τ' x dm urtJ = j [г' χ ω x r')] G®' +^' ) di»joÂ'= (Μα(Π) (Mali)) (Μβ(Ι)) = Je(t)œ ( ) * hi dezvoltările, efectuate iu continuare, ale celor trei integale se va ține seama de 'faptul că momentele de inerție centrifugale stnt egale cu zero Probleme speciale ate mecanicii sistemelor de rigide Și ÿ' X dmvnt = [f X (ω X r')] dtn — [М^-ЛГНгВ [AfJb-ífrfflJJ J (а/ +У' ) dmjwfc'= [J?* ( ) în baza relațiilor ( ), ( ), ( ) și ( ), va rezulta următoarea forma finală pentru expresia ( ) a momentului cinetic jCq : ( ) Avînd în vedere relațiile ( ) și ( ), se poate scrie acum și torsorul în polul Q al impulsurilor rigidului cu masă variabilă, acest torsor avînd forma •M(t) rc X -j- tT(i) ω ( ) ; ' Jiomenlul oînetio în polul fix al rigidului ou masă variabilă Folosind formula cunoscută do trecere, pentru momentele rezultante, de la un pol Q la polul fix O, va rezulta următoarea expresie pentru momentul cinetic al rigidului cu masă variabilă co-respunzătoar polului fix : X = rQ X - jîTq = fQ X Jlf(i) vQ -h Af(i> rj, X vQ + J(t) ω ( ) Probleme speciale ole dinamicii sistemelor тгсопісс în consecință, torsorul în polul fix al impulsurilor rigidului cu masă variabilă va avea forma I Scanned with CamScanner ( ) λ' —X Af(i) t’o ~ ·ϋΓ(ί)Γρ X i’q -ț· t (l)co b) Caracteristica cinetica scalară a rigidului cu masă variabilă Această caracteristică cinetică, reprezentată prin energia cinetică a rigidului cu masă variabilă, va fi definită, ca și în dinamica rigidului cu masă constantă, prin relația f , ' ’ * dm v q — lf(l)t>Q ( ) (MW) (MW) Probleme speciale ale mecanicii sistcmeloj· de rigide dm ®ς(ω x i·') — Vq (Μ) ωΧ τ' dm ÍM(‘» Ρ (ωΧ Jir(í)r¿)= ( ) ultima ca urmare a coliniarității vectorilor ω și r¿ Prin fol o sii· ea identității lui Lagrange și exprimarea analitică apoi a diverselor operații vectoriale în raport cu reperul invariabil legat de rigid, integralele ( ) vor căpăta și ele semnificațiile de mai jos : [г' ы —(ωr') ] dm = j (; (Mç) » (Mc) t ãm{(ú xr') = (Mc) ’ ‘ ( ω ( ) (Mc) ι dm (ω x r') == (MeV)) [r'W (Me( ) (r* (== J r'xüF , iar pentru cea de-a doua integrală din membrul drept al relației ( ) formula teoremei medii, adică yãmf(t + bt) = Δ^„[/Μ+·ξ ]·, ( ) cu X» reprezentînd valoarea funcției f într-un punct din interiorul masei — acest punct fiind chiar punctul din rigid în oare se anexează, sau se detașează masa — și cu ξ tinzînd către zero Probleme speciale ale dinamicii sistemelor mecanice pentru Δί -* O, rezultă următoarea expresie a variației ΔΦ a funcției Φ în intervalul de timp Δί : Scanned with CamScanner • ΔΦ = Ç Δί— dm - АЛ/*/,, - ξ, J dt dv r d * - d ( с -λ -л- \ dma = \ dm -— \ —(dmv) = — I \ dmv r=jr¿;· J J dt } dt dt\ } J ei (Mc) (Me) (Mc) (Mc) int = , ( ) (M( ) (Af(i)) în baza relațiilor ( ), ( ), ( ) și ( ) și ținînd seama și de relația evidentă + + + ( ) — unde este impulsul rigidului cu masă variabilă neimpulsiv la momentiil t — egalitatea ( ) va lua fórma finală și va exprima teorema impulsului în dinamica rigidului cu masă variabilă neimpulsiv » : ‘ Teorema momentului cinetic în dinamica rigidului cu masă variabilă neimpulsiv Teorema momentului cinetic în raport cu polul fix Multiplicînd, vectorial la stinga, relația ( ) cu vectorul de poziție r al masei elementare dm în raport cu originea reperului f ix și integrînd, pe toată masa rigidului corespunzătoare momentului t relația astfel înmulțită, cu integrala din membrul sting descompusă și-acum în trei integrale, corespunzătoare celor trei subdomenii distincte ale modelului mecanic adoptat, rezultă egalitatea j rx dm a -ț- τ χ dmâ -|- r X dm â= iMcl ІЗД) Лг ь-М dt dt respectiv |[ rxdmâ = ( — (rxdmv)-~l Í rxd/n^i— J J dt dt\ J J ÎM^-Mdli)) lM®b-Md(l)] iM fiind momentele cinetice, în polul fix, ale subdomeniilor cu masă anexată și cu masă detașabilă la momentul t, ra și râ fiind vectorii de poziție, în raport cu polul fix, ai punctelor de anecare, respectiv de detașare, ale maselor dJlfo și dJfd, iar și vd vitezele punctelor din rigid în care se produc, la momentul t, cele două procese de modificare a masei rigidului Probleme speciale ale dinamicii sistemelor mecanice f»Ot în ceea ce privește integralele din membrul drept al relației ( ), semnificațiile lor sînt cunoscute din dinamica rigidului cu masă constantă, adică Scanned with CamScanner r X d&a — SfïLa - j r X d^P = ; J r x d^inl = (M( ) (MW) MW ( ) în baza relații or ( ), ( ), ( ) și ( ) și ținînd seama și de egalitatea evidentă =·^ι ( ) relația ( ) va lua forma finală ' ·*·-ί-^·(ί·χ®«)—=* +®Ί„ L · dt dt J ( ) exprimînd teorema momentului cinetic în raport 'cu polul fix în dinamica rigidului cu masă variabilă neimpulsiv • * ‘ Teorema momentului cinetic în raport cu polul invariabil legat de rigidul cu masă variabilă neimpulsiv Avînd în vedere expresia ( ) a momentului cinetic , se va putea scrie, pe de o parte, relația : ’·· — - - " — dM ·, - X = r X -H («)-Jf (i)] = ( ) iii iii / V; wi ai i * ' л r * * atunci relația ( ) va mai putea fi adusă la următoarea formă finală dMa r-t - [r X V dt dMț dt г’сХѵЛ [r'o X vQ ~r'd X ®d]l = Жл α) ’ Ote î L at , dt J - ·■ - * ■** ·; ■ r " ί j ■ · ‘ -* Mr'cx ăe + vor trebui luate în considerație și interacțiunile interioare — de natură cu totul deo-z sebită de cete întîlnite în procesele obișnuite, neimpulsive — dintre Probleme speciale ale dinamicii șișțemelpr mecanice masele anexate, sau detașate, mtr-un interval de timp foarte mic, d/ și dintre rigidul propriu zis, adică va trebui considerat sistemul mecanic constituit la momenti!U din rigid și din masele dMa și (lMa care se anexează și se detașează în intervalul de timp di Ecuațiile de mișcare corespunzătoare acestei situații vor fi stabilite în continuare- Ecuația vectorială a mișcării de translație a rigidului cu masă variabilă mpwisfr Examinînd mișcarea rigidului cu masă variabilă impulsiv efectuată într-un interval de timp foarte mic Δί=(ί -Δί)—i, se va remarca că la momentul t va exista un sistem mecanic format din rigidul cu masa corespunzătoare momentului t și deci cu impulsul dat de relația W) = M(t)vQ = [Mc + M°db + Ma(t) - Md{ty]vQ ( ) și din masa ΔΛΓ, considerată în mișcare de translație cu viteza cu impulsul dat de relația Δ Τ* = ÀJf i·, ( ) care se va anexa la sfîrșitul intervalului de timp Δί în consecință, impulsul total al acestui sistem mecanic la momentul t va avea expresia Jê\ot(í) = Jr(/) ψ Δ= M(t) vQ + Δ( ) La momentul ί - Δί, sistemul mecanic precedent va fi format din masa corespunzătoare momentului t - Δί, adică Jf(i - Δί) = + Λα + ΛΓβ(ί) - Δ [X+X> + X( - , * '' - Χ(ί)] Δ^ - (ΔΧ - ΔΜΛ} \ -ΔΜ^ + ΐ/ ( ) unde prin η a fost desemnată suma tuturor termenilor conținînd produse de forma ΔΜν Δυ^, care tind rapid spre zero pentru Δί-> în consecință, variația impulsului sistemului mecanic menționat, corespunzătoare intervalului de timp Δί, va fi dată, de relația ΔΧ ( = + Δί) - ¿fíeí(í) = = + M (t) - X(í)] ÁvQ + (ΔΧ - ΔΧ)νς - - (Δχ ïï* - ДВД) - η· sau încă, adăugind și scăzînd termenii ΔΜανα și ΔΧ^, mai rezultă A/lo( — χί) Δϋα - [Δχ(νρ — ΰα) — àMa(vQ — Ûd)] — - [ΔΧ(ρ* - va) - ΔΧ(ρ| - ѵй)] + η ( ) Scanned with CamScanner Probleme speciale ale dinamicii sistemelor mecanice ' împărțind prin Δί și trecînd la limită pentru Δί-> | lîm —— = ] » Δί J se obține următoarea expresie pentru derivata în raport cu timpul a impulsului, la momentul i, al sistemului mecanic considerat : Scanned with CamScanner — r Д^е Jfki = hm - Д - dMa dMÃ ,- - - ®й) - dl dM„ (V* dt — dM¿ — Ί ■ i · ( ) Întrucît mișcarea întregului sistem mecanic se efectuează numai sub acțiunea forțelor exterioare și la care este supus rigidul, rezultă că această derivată a impulsului total al sistemului mecanic va trebui egalată cu suma celor două forțe rezultante exterioare, obținîndu-se astfel relația dMa -v dMa,- -s — - dt dt J ’ dMa ,~A - dMă ~А dt dt p ' ■ ( ) - > * f ’ ■ Д , ■ ' care va reprezenta ecuația vectorială a dinamicii mișcării de translație a rigidului cu masa variabilă impulsiv Comparimi ultima relație cu prima dintre ecuațiile ( ), se observă că ele se deosebesc prin prezența, în ecuația ( ), a termenilor dt (D* -vfl ) == J?ra ( ) Și d^a dt / ( ), ’ - C « Probleme speciale ale mecanicii șișțemelor de rigide termeni care, întrucit au dimensiuni fizice de forțe și servesc ca măsuri ale interacțiunilor interioare impulsive, au primit numele de forțe reactive de anexare, respectiv de detașare de particule materiale Ecuația vectorială a mișcării de rotație a rigidului cu masa variabilă impulsiv Considerind din nou sistemul mecanic format, la momentul t, din rigidul cu masa M(t) și cu momentui cinetic în polul fix determinat, în acel moment și în ipotezele de lucru adoptate, prin relația JC\t) = rQ X Jf(i) vQ - Ж-c X vQ - J(t) ω ( ) - ί î și din masa ΔΜα, care se va anexa la sfîrșitul intervalului de timp Δί într-un punct al rigidului determinat în raport cu polul Q prin vectorul de poziție Га și în raport cu polul fix prin vectorul de poliție ra = r - fi, acestei mase, care execută, pînă la anexare, o mișcare de translație cu viteza v * va, corespunzîndu-i următorul moment cinetic în polul fix : = f„ x Δ-SfЛ*, ( ) se va putea scrie următoarea expresie pentru momentul cinetic total al sistemului mecanic considerat, corespunzător momentului t : = fe x Jlf(i) vQ - M r'ç xvQ +J(t) ω - ra X ΔΜα v* ( ) La momentul ί - Δί, sistemul mecanic menționat va fi format din rigidul considerat, cu caracteristicile inerțiale corespunzătoare acestui moment și cu momentul cinetic în polul fix dat de relația ^(ί + Δί) = (rQ + Δτβ) x [>(ί) + ΔΜ - Δ-ВД (vQ + Δν ) - - [Jf( + ΔΜα — Δ-ВД (ró - Δ^σ) X (Vq · Δ^ο) + Scanned with CamScanner ^( * «^Δβ — AJj] (ω ' Δω) ( ) — unde Δ,/α și Δ* Λ sînt variațiile momentului de inerție axial al rigidului, produse prin procesele de anexare și de detașare de particule materiale care au avut loc în intervalul de timp Δί — , precum și din masa Δ ίΛ detașată din rigid la sfîrșitul intervalului de timp Problème apertala ale dinamicii кініетаіоі* mecanica an dintr-un punct ni rigidului determinat prin vnelorni do poziție fá în raport eu polul рНн vectorul do poziție ir,, fQ | fa în raportul cu polul fix O, ultimei maso, care execuții, dupli detașare, o mișcare do translație ou viteza v,f ¡ vth provocată do procesul impulsiv de detașare, eorospunzîndu-i următorul moment cinetic in polul fix ; AJfti «r χ ΔΛ/Λ'«(Τ ( ) Momentul cinetic total în polul fix al sistemului mecanic la momentul t · Δί, va avea deci expresia (i + Δί) =s лГ (l - Δ/) - Δ ^ = = [rq X JZ?y -h Mf'c χ î'Q - ~ t/(í)íü] ~ Mi'b X Δ?> " *^( Δω " (Δί/α — Δ» ^)ω * - JfAr¿ X Vq - (ΔΛ/„ — ΔΜύ) f’o χ νΛ - -rd χ ΔΜ( ν* — τη χ ΔΛίβν* ' - JlMr χ ÃQ - Tq χ - (Δ>Λ — ΔΜα) vQ] - ζ, ( ) unde prin ζ s-a notat suma tuturor termenilor conținînd produse de două mărimi cărora le-au fost aplicate operatorul Δ și caro tind repede spre zeri atunci cînd Δί tinde către zero în consecință, variația, în intervalul dc timp Δί, a momentului cinetic în polul fix al sistemului mecanic considerat va avea expresia Δ^Γιοι — tot "Η Δί) — JTjoj(l) = = Л fa X Δν - JΔω + (ΔΛα — ΔJa) ω -|- Λ[Δϊ'ο X vQ + - (ΔΜβ — ΔΛ ) r¿ X vQ — [r X ΔΜα ΰ* — - fd X χ ®q - га X [^Δ vQ + +(ΔΛ·„-ΔΜΛ)® ] + ζ ( ) Scanned with CamScanner Probleme speciale ale mecanicii sistemelor dc rigide Efectuind înlocuirile Scanned with CamScanner τΛ = rQ + fi î și adunimi și scăzînd în membrul drept al ultimei relații suma r x ΔχΙΓ ϋα — rd χ Δ Γavd = rQ X [ЛЛ лѵв — + + [ri X ΔЛГЛ - ri X Δ relația ( ) va putea fi adusa la forma Δ^ι = Ж'о X &vQ + Δώ - (Δ· α — &Jd) ω + ΜΔϊ'ο χ vQ + + [ΔΛΓβ(₽ό X Vq — ri χ гл) — ΔJfd(ró χ ν — rd χ v¿)] — — [r' χ Δ — ϋβ) — ri X ΔιΊ/(Ι(ϋί - v(i)] φ + XVq + tQ X { ίΔν -[Δ Γ„(ΰρ —να) — - -êj]- [ΔΧ,(ϋ* - να) - Δ Л,(# - ν )]} + ζ, ( ) din care, după împărțirea prin Δί și trecerea la limită pentru Δί · = Mr'o xâQ + Js + X ί + ί^-(^Χ Îq-K X v )—X -т'л x va) - I at at — p· x ~ x ^) + L dt dt dMa/- dMif - Ί dt dt I dt dMț dt ( ) Cum mișcarea sistemului se efectuează numai sub acțiunea solicitărilor exterioare Ж și expresia precedentă a derivatei în raport cu timpul a momentului cinetic total X' va trebuie egalată cu suma vectorială жв= Жво-h r X (^e +^P), Scanned with CamScanner Μ Problem^ rexultind astfel, după trecerea termenilor ce conțin ро rQ ca factor în membrul sting, următoarea relație Xr'o X «o +^ε +“T + Mx ” + ai Scanned with CamScanne + x« ) X»«) - [ dt » ' ai J — fj x-^(«Î-» )-?i x-^j~ («?-»«)! + di di J + re X ( It , + Γ-^- (Í, - г ) - (’λ d)l -I ai aí J Γ (V* - ) - ( í - jl - (Я + ^,)l = + «Pe · L di dt J J Este suficient acum să se țină seama și de relația ( ), pentru a se obține astfel următoarea ecuație vectorială a dinamicii mișcării de rotație instantanee я rigidului cu masă variabilă impulsiv : dJ dt — {Га X Vq — dt — ráx Va) — ^~~{ Га XVQ — r'd χ vd) dt dJfa -T-W-vJ- • dt ai eQ PQ ( ) Probleme speciale ale dinamicii sistemelor mecanice Gl ^Compararea acestei ecuații cu cea de-a doua dintre ecuațiile ( ) permite să se tragă și aici concluzia că efectul caracterului impulsiv al proceselor de anexare și de detașare de particule materiale sc manifestă în ecuația de mișcare corespunzătoare rotației instantanee prin prezența termenilor ri X (v* - va) = r'a x Fra = Л(^г«) ( ) at $ - x x *'· = ( ) dt avînd dimensiuni fizice de momente ale forțelor reactive și numite din acest motiv momente ale forțelor reactive de anexare, respectiv de detașare Cu notațiile ( ), ( ), ( ) și ( ), ecuațiile vectoriale ( ) și ( ) vor putea fi scrise sub următoarea formă finală j =■ y ( ) și vor reprezenta ecuațiile vectoriale ale dinamicii rigidului cu masă variabilă impulsiv ; prin proiectarea primei ecuații pe axele reperului fix și a celei de-a doua pe axele reperului invariabil atașat rigidului cu masa variabilă, se poate obține și sistemul de ecuații scalare ale dinamicii rigidului cu masă variabilă impulsiv specia Ic ale mecanicii sistemelor de rigide So va observa că în condițiile vj = ve ; vj· = Vd, ( ) cu consecințele *'Гл = Ξ θ > = ^ofóra) — θΐ ( ) sistemul de ecuații ( ) va coincide cu sistemul ( ) De asemenea, sistemul ( ) do ecuații vectoriale va lua forme simplificate în următoarele cazuri particulate : —pentru schimb de particole materiale cu exteriorul realizat numai prin proces de anexare, această situație crespunzînd condițiilor = ; -^ = ; ( ) ivi ul — pentru schimb de particole materiale realizat proces de detașare, acest caz corespunzînd condițiilor numai prin ^ = ; "= dt dt ( ) — în fine, pentru condițiile dt dt dl dt ( ) cu consecințe directe ( ) masă con» dor rezulta ecuațiile vectoriale obișnuite ale rigidului cu stantă corespunzătoare condițiilor cinematice precizate pentru modelul mecanic adoptat, (ωχζό = ; vc = v ) Dinamica punctului material cu masă variabilă ° Definiția punctului material cu masa variabilă ^a oceanica rigidului cu masă constantă, și în mecanica rigidului cu masă variabilă dinamica punctului material va reprezenta o aproximare a dinamicii rigidului, corespunzătoare celor două con- Scanned with CamScanner Probleme speciale ale dinamicii sistemelor mecanice diții restrictive pe caro trebuie să Ie satisfacă simultan corpurile asimilate cu puncte materiale : ) Condiții de gabarit, adică dimensiuni reduse și deci valori foarte mici ale momentelor de inerție axiale ) Condiții cinematice, adică viteze unghiulare foarte mici, deci rotații lente Ca și în dinamica punctului material cu masă constantă, aproximarea va consta în neglijarea, în condițiile precizate mai sus, a tuturor termenilor datorați rotațiilor instantanee în jurul polilor legați de rigidele asimilabile cu puncte materiale, atît în expresiile caracteristicilor cinetice și dinamice, cît și în ecuațiile vectoriale ale mișcării Bezultă de aici că în dinamica punctului material cu masă variabilă vor putea fi acéptate mai întîi aproximările = тСт = = r¿ = = , ( ) cu consecințele ~ ; ϋ„=να~ vQ ( ) Și = Ж,в == ^(Trt) = ^Q{Pra) = ( ) în al doilea rînd, vor putea fi acéptate condițiile çwí = Jw — ; ^rot = — θ ’ ^’f ‘ = “ ° ( ) Pentru a se preciza că un rigid cu masă variabilă a fost asimilat cu un punct material cu masă variabilă, se vor introduce notațiile specifice dinamicii punctului material, adică jf(i) -» m(t) ; - fe( — wa( i — Ma(t) “*· j v ->vj â ->â Scanned with CamScanner ( ) AXS Probleme speciale ale mecanicii sistemelor ityde o Problemele generale ale dinamicii punctului material eu masa variabila Scanned with CamScanner a) Caracteristicile inerțiale alo punctului material cu masă variabilă Sc vor reduce numai la masa acelui punct, avînd, la momentul t e [ ; tz], valoarea I m(t) = we - m¿b + ma(t) — ma(t) ( ) b) Caracteristicile cinetice ale punctului material cu masă variabilă vor fi reprezentate prin : — Impulsul punctului material, determinat prin relația f=m{t)v\; ( ) — Momentul cinetic în polul fix al punctului material, definit prin relația * — r X m(t)v = r x , ( ) care evidențiază valabilitatea, și aici, a teoremei lui Varignon ■ ' ” — Energia cinetică a punctului material, definită prin relația ( ) c) Caracteristicile dinamice vor fi reprezentate și în dinamica punctului material cu masă variabilă prin , “ Torsorul în polul fix al forțelor exterioare, active și pasive, la care este supus punctul material respectiv, avînd forma ( ) Problem e specia le ale dinamicii sistemelor mecanice precum și prin precum în polul ftx al forțelor reactive, avînd forma ( ) Scanned with CamScanner — Lucrul mecanic elementar și puterea mecanică a forțelor aplicate punctului material cu masă variabilă, definite prin relațiile respectiv ( ) ( ) ° Ecuațiile dinam icii punctului material cu masă variabilă a) Teoremele fundamentale ale dinamicii punctului material cu masă variabilă neimpulsiv vor fi exprimate și acum prin relațiile ( ), ( ) și ( ), cu considerarea condițiilor ( ) și a notațiilor ( ), rezultînd astfel : ■ / — Teorema impulsului, exprimată prin relația sau încă, ținînd seama și de relațiile ( ) și ( ), prin relația m(í) à + ( ) ■ · — Teorema momentului cinetic, exprimată prin una din relațiile dma dm(t dt dt (r X v) =Жя+о Probleme speciale ale mecanicii sistemelor de rigide Solicitările de inerție în dinamica sistemelor de rigide cu mase variabile Scanned with CamScanne Componentele torsorilor in polii Q( ai forțelor de inerție ale elementelor ($() ale unui sistem mecanic cu masă variabilă vor fi definite prin relațiile dm a = — j dm ă — | dm â — dm ă ; (Wî(î» (Mk) {MtoW [Mo #Lq(=— r' xdmâ=* — jr'xdmâ- r'xdmâ- tMiim (мт (Mietei — r' X dma ( ) în baza relațiilor ( ), ( ) și ( ), rezultă imediat expresia forței rezultante de inerție a elementului ($ (Μία(ί)) (M? De asemenea, poate fi scrisă imediat semnificația primei integrale din acolada din membrul drept al relației ( S), cunoscută din dinamica rigidului cu masă constantă, adică ( Λί ic) dt ab dJl țț dt în baza relațiilor ( ), ( ), ( ) evidente ’ · Ș ( ) a egalității ( ) expresia ( ) a momentului cïïl^( va lua forma I -^ *C( X + ^°iro( — ^ dmr = ω !? ne care trebuie să le satisfacă sistemul solicitărilor interioare obișnuite vor putea fi obținute și ecuațiile vectoriale ale mișcării scrise pentru întregul sistem'mecanic Probleme speciale ole mecanicii sistemelor de rigide Prin proiectarea primei dintre ecuațiile ( ) pe axele reperului fix, la care este raportata mișcarea sistemului mecanic, și a celei de-a doua ecuații vectoriale pe axele reprrelor invariabil atașate elementelor sistemului mecanic, se obțin și sistemele de ecuații scalare ale dinamicii sistemelor mecanice cu mase variabile ° Ecuațiile de echilibru dinamic ale lui d’Alembert Prin considerarea expresiilor ( ) ale componentelor torsorilor în polii Qt ai solicitărilor de inerție ale elementelor ( (i = l, , ,η) Probleme speciale ale mecanicii sistemelor de rigide — Se vor considera, datorită complexității problemelor, numai cazurile cînd toate solicitările disipative — exterioare și interioare — pot fi neglijate, aceasta însemnînd că solicitările pasive la caro sînt supuse elementele (Sf) se vor reduce numai la componentele ideale ale torsorilor reacțiunilor legaturilor pasive — exterioare și interioare aplicate clementelor respective, adică vor rezulta condițiile *· » «* ' ( ) k- respectiv = ( ) Λ- cu forțele generalizate reactive de anexare și de detașare date de relațiile Q, t = Σ (> „ ^- + -g) ' ( · > (fc = , , ,p) respectiv M ® ’ ( J ) (A; = , , , p) aceste forțe generalizate fiind deci, prin intermediul mărimilor dQt ^ * ^ог^ог reactive și al momentelor lor, funcții de timp, de parametrii lagrangeieni de poziție și de vitezele generalizate • ■, , e,’ θ exPresie analoagă poate fi scrisă și pentru lucru mecanic virtual al solicitărilor de inerție, adică δ^* = Σ & δ * » ( ) (,{ - , I Probleme speciale ale dinamicii sistemelor mecanice rămînînd doar să но exprime aceste din urmă forțe generalizate în funcție do derivatele parțiale alo energiei cinetice a sistemului în raport cu coordonatele și vitezele generalizate, așa cum s-a procedat și în mecanica analitică a sistemelor dc rigide cu mase constante înlocuind în relațiile ( ) componentele torsorilor in polii Qi ai solicitărilor do inerție ale elementelor (Я() cu expresiile ( ) și ( ), se ajunge la următoarele expresii ale forțelor generalizate do inerție : Я Qi = - Σ То X ăQ ) Θ, у ϊθ‘ *qk Șî b» schimbul neimpulsiv de particole materiale cu exteriorul (Qra¡c = Qrd¡¡ = ) î do asemeneat în condițiile Qra^ = Quii к θ’ ( ) ( ί — , , · < ,ρ) ecuațiile ( ) vor doua corespunzătoare coincido cu ecuațiile lui Lagrange de specia sistemelor mecanice cu mase constante - c Probleme speciale ale mecanicii sistemelor de rigide Scanned with CamScanner în cazurile cînd solicitările active vor admite o funcție de forță, vor putea fi scrise și celelalte forme ale ecuațiilor mecanicii analitice, similare celora stabilite în dinamica sistemelor de rigide cu mase constante : ecuații Lagrange pentru sisteme mecanice conservative și ecuații canonice - în ceea ce privește problemele dinamicii sistemelor de rigide cu mase variabile, ele rămîn ,practic, aceleași ca și în dinamica sistemelor de rigide cu mase constante ; rezolvarea lor — și, în deosebi, a problemelor de tip fundamental — va fi însă mai dificilă, chiar în cazul modelului mecanic simplificat adoptat, datorită gradului crescut de complexitate, produs de prezența, în ecuații, a termenilor datorați variațiilor caracteristicilor inerțiale ale elementelor sistemului mecanic - Date suplimentare în legătură cu mecanica corpurilor cu mase variabile pot fi găsite în lucrările lui I V Mescerski, K F Țiolkovski, A A Kosmodemianski, T L’evi-Civita, și mai ales ale lui V S ZNovoselov, menționate în bibliografie ' ■ Ш П ДО G ВЛ ЧЕ (Extras (Un literatura de specialitate consultali)) A REVISTE ItVTEKNAȚlONALh’ DE RECENZII Applied Medíanles ІісиІсшя (Λ criticai revlew of lhe World Litera ture in Applied Mechantes and relatcd Engineering Science) ASME, New York, N Y Mathcnialical Reoiews, AMS, Providence, B I Refcrativntl jurnal Malcmattka, VIN T , Akad Nauk SSSR, Moskva Refcrativntl jurnal Mekanika, VINITI, Akad Nauk SSSB, Moskva Zenlralblatt file Malhcmatlk und ihre Grcnzgebiele, Springer-Verlag, Berlin B REVISTE DE SPECIALITATE Acta Mechanika, Springer-Verlag, Viena Archives of Mechantes, PAN, Varșovia Buletinul Institutului politehnic din Iași, Secț I și IV Construcția de mașini, Min Ind Constr Mașini Grele, București International Journal of Mechanical Science, Pergamon Press, Oxford Journal de Mécanique, Gauthier-Villars,, Paris Journal de Mécanique Appliquée, Gauthier-Villars, Paris Le Progrès Scientifique, Délégation Générale à la recherche scientifique et tehnique Paris, e - ■ Meccanica, Pergamon Press, New York, AIMETA, Milano, Mechanism and Machine Theorg, Pergamon Press, New York, N Ÿ Mehanika, Sbornik pereyodov izbrannlh inostrannih statei, AN SSSR, Mpskva Mehanika tverdovo tela, Akad Nauk SSSR, Moskva Prtkladnaia matematika t mehanika, Moskva Revue Roumaine des Sciences Techniques, Série Mécanique Appliquée, Acad RSR Studia Universitalis BABEȘ-BOLYAL Series Mathematica-Medianica, Cluj-Napoca Studii și cercetări de mecanică aplicată, Acad RSR, București Veslnik Moskovskovo U niversiieta, Mehanika Moskva Jurnal prikladnoi mehaniki i tehniceskoi fiziki, Akad Nauk SSSR, Sih Otd C LUCRĂRI ALE CONGRESELOR RECENTE INTERNAȚIONALE ȘI NAȚIONALE DE MECANICĂ CANCAM, Canadian Congress on Applied Mechantes, Montreal , Vancouver» Conferință de Mecanică, Acad RSR, București, , , IFTOMM, intern , SYROM- SYROM- , București IUTAM CONGRESS, , Stanford, Gal ; , Delft Jugoslovenskl Hongres Racionalne i prtmenjene mehanlke, Sarajevo, Teorellchna i prilozhna Mekhantka, Varna, Vsesoiuzntt Hongres po leoretiieskot i prikladnoi mehanike, Moskva, World Congress on the Theorg of Machines and Mechanisms, Newcastle upon Tyne, ; Montreal, D CĂRȚI ȘI TRATATE G ST ANDONIE, ' Istoria Matematicii aplicate clasice din România Mecanică și Astronomie Ed Aead RSR, București, P APPELL Traité de Mécanique rationnelle, Gauthier-Villars, Paris, vol , Nouvelle éd , - · ■ ST BĂLAN, I IVANOV, Din Istoria Mecanicii, Ed științifică, București, Scanned with CamScanner A N BOGOLIUBOV, Istoria Mehaniki Mașln, Izd Naukova Dumka, Kiev δί GH BUZDUGAN, L FETCU, M RADEȘ, Vibrațiile sistemelor mecanice, Ed Acad R S R, București, <J Colectiv de autori, Mecanicii teoretică, Ed tehnică, București, , apărută sub redacția V Vllcovlcl, St Bălan șl R Voinca Colectiv de autori, Mehanika v SSSR za leti — , voi , Nauka Moskva, V V DOBRONRAVOV, Osnool mehaniki negolonomnth sistem, Nauka, Moskva, R DUGAS, Histoire de la Mécanique, Dunod, Paris, B FINZI, Mccçanlca razionale, voi ZanicheUl, Bologna, Z GABOȘ, D MANGERON, I STAN, Fundamentele Mecanicii, Ed Acad R S R, București, W GOLDSMITH, Impact The Theory and Physical Behaoiour of colltding Sollds, London, E Arnold, G GOLDSTEIN, KlasiCeskaia Mehanika, GITTL, Moskva, G HAMEL, Theoretlsche Mechanik, Springer-Verlag, Berlln/Gôttingen/Heidelberg, С ІАСОВ, Mecanică teoretică, Ed did ped , București, N IRIMICIUC, Mecanica, Ed didact ped București, A YU IȘLINSKL Mehanika giroscoplceskih sistem, ANSSSR, Moskva, N A KILCEVSKI, Kurs teoreticeskol mehaniki, voi,Izd „NAUKA”, Moskva, A A KOSMODEMIANSKII, Kurs leoretHeskot mehaniki, Moskva, ■ T LEVI-CIVITA, U AMALDI, Kurs teorettleskoi mehaniki, voL, Izd I L , VÍ oșic уз, ^“ G L LOITSIANSKI, A I LURJE, Kurs teoreticeskol mehaniki, voi, GITTL, Aloslcvû ·“ " D MAÑGERON, N IRIMICIUC, Curs de mecanică cu aplicații In Inginerie, voi , Ed Lit Inst, polit Iași, - V MESCHERSKII, Rabott po mehannlke tel peremenol massi, GITTL, D MORORIANU, I M STEFAN, Maeștrii ingeniozității românești, Ed did ped București, NEWTON, Principiile matematice ale filosofici naturale, Ed Acad RSR, București V S NOVOSELOV , Analiticeskata mehanika sistem s peremennlml masaml, Izd Leningradskogo Universiteta, O ONICESCU, Mecanică, Ed tehnică București, I I PLÂCINȚEANU, Mecanică vectorială și analitică, Ed tehnică București, CH PLATRIER, Mécanique rationnelle, Dunod, Paris, M RĂDOI, Ε DECIU, Mecanică Dinamică, Ed did ped București, R M ROSENBERG, Analyttcal Dynamics of Discrete Systems, Plenum Press, New York and London, M SARIAN, Mecanica șl rezistența materialelor, vol , Editura didact șl ped , Bucu- rești, AL STOENESCU, GH SILAȘ, Mecanică teoretică, Ed did ped , București, C K SUSLOV, Mecanică rațională, voi București, SZABO, HBhereTechnlsche Mechanik, Springer-Verlag, Berlin/Gõttingen/Heldelberg, R VOINAROSKI, Mecanică teoretică, Ed did ped , București, R VOINEA, D, VOICULESCU, V CEAUȘU, Mecanică, Ed did ped București, E T WHITTAKER, A Treailse of the Analyttcal Dynamics of Particles and Rigid Bodles Cambridge, Scanned with CamScanner https://neculaifantanaru com https://neculaifantanaru com/en/